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Isometrías 
Gustavo Bermúdez 

 
Symmetry, as wide or as narrow as you may define its meaning, is one idea by 
which man through the ages has tried to comprehend and create order, beauty, and 
perfection. (Weyl, 1952) 

 
La simetría es un concepto, un fenómeno, una clase de propiedades y un método. 
Está presente en casi todas las disciplinas y campos del arte y la tecnología. Como 
concepto, tiene raíces tanto en la ciencia como en el arte. Como fenómeno, la 
simetría o su falta está presente en todos los campos del arte, la ciencia y la 
tecnología. Finalmente, las propiedades y los métodos, basados en la aplicación y 
la investigación de simetría (y ruptura de simetría) se transfieren de un campo a 
otro. (Journal of Symmetry, 2019) 

 
Las citas precedentes destacan la importancia del estudio de las isometrías (o, simetrías, como 
se las conoce en el ámbito de la matemática) en la formación de un futuro profesor de esta 
asignatura. Según el profesor H. Winter, es una de las ideas fundamentales de la formación 
matemática de una persona (Winter, 2001). 
 
Desde hace muchos años, el estudio de las simetrías y sus conexiones con otras ciencias han 
sido abordadas tanto por matemáticos como por otros científicos. Dos ejemplos notables son 
los libros Symmetry de Hernan Weyl (Weyl, 1952) y el clásico Lectures on the principle of 
symmetry and its applications in all natural sciences, de F. M. Jaeger (Jaeger, 1920).  
 
Además, el estudio de las simetrías, es abordado también desde una perspectiva más 
“holística”, como un ejemplo notable de unidad e interdisciplinariedad del conocimiento humano 
(en contraste con la “compartimentación” que se hace en la escuela). (Darvas, 2007)  
 
Y fundamentalmente, el concepto de simetrías (isometrías) resulta fundamental para la 
formación matemática del futuro profesor. 
Es así que en muchos reportes se analiza y estudia la relevancia de este tema, como formador 
de conceptos que luego resultan casi imprescindibles en el acercamiento al algebra lineal, por 
ejemplo (que es una asignatura posterior en la formación de profesores de matemática en 
nuestro país) o en un estudio de la cristalografía, por ejemplo, en un curso de profundización 
en geometría. 
 
Algunos autores son terminantes al respecto, como por ejemplo Winter (1976, p. 16, citado por 
Donevska-Todorova y Melih, 2017) que afirma: “symmetry and congruence mappings are 
considered a fundamental idea in the teaching of geometry even in primary school from several 
aspects: shape, algebraic, esthetical, economic-technical and arithmetical.” 
 
Es sabido que el conjunto de isometrías del plano euclidiano con la operación composición de 
funciones, tiene estructura de grupo (cumple propiedades de clausura o cierre, asociativa, 
existencia de neutro y de inverso).  
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Existen varias formas de abordar el tema, tres de las cuales describiremos brevemente: 
 
1. PUIG ADAM: La forma más tradicional en Uruguay y que está presente en muchos libros de 
texto. 
 
Durante muchos años, la mayor parte de los docentes de matemática de este país, hemos 
aprendido geometría basándonos en el excelente libro Curso de Geometría Métrica (Tomo I), 
de Pedro Puig Adam y puede decirse que el espíritu de esta obra impregnó también los 
programas de estudio en enseñanza media (en geometría). Este autor, siguiendo las ideas de 
Hilbert, plantea un conjunto de cinco grupos de axiomas (que llama fundamentales) (Puig 
Adam, 1986, p. 3) con los cuales elabora el sustento teórico en su obra:  
I) de enlace o incidencia,  
II) de ordenación,  
III) de congruencia o movimiento,  
IV) de paralelismo y  
V) de continuidad. 
 
Al abordar el capítulo II, Movimiento y congruencia, el primer aspecto importante con el que 
trabaja, es que llama a las isometrías movimientos geométricos en el plano, aclarando que se 
trata de pensar “exclusivamente en la transformación o correspondencia que resulta entre los 
puntos del plano en sus dos posiciones inicial y final” (Puig Adam, 1986, p. 24)  y no considera 
a los movimientos desde un punto de vista “físico” donde intervendrían el tiempo y una 
sucesión de posiciones intermedias. 
Así, establece los siguientes enunciados como axiomas: 

Ax. III.1 - Los movimientos del plano son transformaciones puntuales biunívocas del 
mismo 
Ax. III.2 – Todo movimiento conserva las relaciones de incidencia y orden de puntos 
Ax. III.3 – Ningún movimiento puede transformar un segmento o un ángulo en una 
parte del mismo 
Ax. III.4 – La transformación resultante de aplicar dos movimientos sucesivos es 
otro movimiento. (Puig Adam aclara además, que, como el producto de dos 
movimientos inversos es la identidad, considerará a la Identidad como un caso 
particular de movimiento.) 
Ax. III.5 – La transformación inversa de todo movimiento es otro movimiento. 
Ax. III.6 –Existe un movimiento y sólo uno que transforma una semirrecta en otra, y 
un determinado semiplano limitado por la recta primera en un determinado 
semiplano determinado por la segunda. (Se ha transcripto en forma textual el 
enunciado dado por Puig Adam, a pesar de cierta inconsistencia en su redacción.) 
(Puig Adam, 1986, pp. 24-25) 

 
Luego, define la condición bajo la cual un movimiento es directo o indirecto (que en verdad 
llama inverso), menciona la condición de estructura de grupo del conjunto de los movimientos 
con la operación composición (a la que llama reiteradamente producto) y define a continuación 
figuras congruentes: “Diremos que dos figuras F y F’ son congruentes o iguales cuando una de 
ellas F’ puede obtenerse transformando la otra F mediante un movimiento”.  (Puig Adam, 1986, 
p. 26) 
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transformaciones y establece una definición precisa para el grupo de transformaciones de un 
conjunto A sobre sí mismo. (Eves, 1997, p. 119) 
 
Entonces, aborda todo el conjunto de todas las transformaciones del plano en el plano y define 
todas ellas, como, por ejemplo: 

Sea S el conjunto de todos los puntos del plano ordinario […] 

3.2.1DEFINICIONES Y NOTACIÓN. Sea �#�$
$
$
$
$ un segmento rectilíneo dirigido del plano. 
Por traslación T(AB) queremos decir la transformación de S sobre sí mismo que 

transporta cada punto P del plano al punto P' del plano tal que �2�2�•
$
$
$
$ sea igual y 
paralelo a �#�$
$
$
$
$. El segmento dirigido �#�$
$
$
$
$ se llama el vector de la traslación.[…] 
3.2.3DEFINICIONES Y NOTACIÓN. Sea l una recta fija del plano. Por la reflexión R(l) en 
la rectal se designa la transformación de S sobre sí mismo que lleva cada punto P 
del plano al punto P' del mismo, tal que l sea la mediatriz de PP'. La recta l se llama 
eje de la reflexión 

3.2.6DEFINICIONES Y NOTACIÓN. Sea l una recta fija del plano y �#�$
$
$
$
$ un determinado 
segmento dirigido de l. Por el deslizamiento-reflexión G(l, AB) queremos decir el 
producto R(l)T(AB). La recta l se llama eje del deslizamiento-reflexión, y el 

segmento dirigido �#�$
$
$
$
$ de l se llama vector del deslizamiento-reflexión. (Eves, 1997, 
pp. 121-122) 

 
Establece teoremas que consideran diferentes productos entre las transformaciones definidas 
previamente y se determina cuáles son las que son involutivas y cuáles tienen puntos 
invariantes. 
Más adelante define una isometría como una semejanza de razón 1: 

DEFINICIONES: Una transformación puntual del plano no limitado sobre sí mismo que 
trasporta cada par de puntos A, B a un par A’, B’, de modo que A’B’ = k(AB), donde 
k es un número real positivo fijo, se llama semejanza (o transformación equiforme), 
y el caso particular en que k = 1 se llama isometría (o transformación congruente) 

Una semejanza se dice que es directa o inversa según que �' ABC tenga o no el 

mismo sentido que �' A’B’C’. (Eves, 1997, p. 131) 
 
Se demuestra que existe una única isometría que transforma un triángulo ABC en otro 
congruente A’B’C’ y que toda isometría es el producto de a lo sumo tres reflexiones de rectas y 
continúa analizando las isometrías que transforman un segmento AB en otro A’B’, demostrando 
también que sólo hay dos isometrías inversas y caracteriza a las isometrías que contienen un 
solo punto invariante y también que, dadas dos rectas, la composición de las reflexiones según 
esas rectas es una traslación (si son paralelas) o una rotación (si son secantes). 
Todo el planteo de Eves, se hace en un plano de abstracción importante, como una 
construcción lógica casi sin recurrir a figuras en su tratamiento 
 
3. DALCÍN-MOLFINO: Una propuesta aplicada desde hace unos 10 años en Formación 
Docente. 
 
Elaborada por los profesores Mario Dalcín y Verónica Molfino (Dalcín y Molfino, 2009) consta 
de una serie de fichas para el trabajo en todo el curso, a partir de una concepción diferente 
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Y entonces se llega a un punto importante: ¿cómo se determina una isometría? Para eso se 
demuestra el teorema de determinación de isometrías: 

Dados tres puntos no alineados A, B y C y sus respectivas imágenes A’, B’ y C’, 
existe y es única la isometría que transforma A en A’, B en B’ y C en C’. 
(Dalcín y Molfino, 2009) 

 
Se define la simetría axial, rememorando la definición (en este contexto teórico) de Eves 
(1997): dada una recta e, dos puntos P y P’ son simétricos respecto de e si y sólo si e es la 
mediatriz del segmento PP’. Se demuestra que se trata de una isometría y que es directa e 
involutiva. 
 
A continuación, se definen las restantes isometrías como el resultado de la composición de dos 
o tres simetrías axiales: de dos simetrías axiales (según los ejes sean secantes o paralelos), 
definiéndose entonces la rotación y la traslación y considerándose como un caso particular de 
rotación a la simetría central (para el caso en que los ejes sean perpendiculares).Se analizan 
detenidamente sus propiedades particulares. 
 
Finalmente, se estudia la composición de tres simetrías axiales, haciéndolo a partir de las 
posiciones relativas de tres rectas en el plano. Al “detectar” que, en una de las posiciones, esa 
composición no es ningún resultado conocido hasta el momento, se procede a definir la 
Antitraslación (la antitraslación, corresponde a la deslizamiento-reflexión definida por Eves) 
como el resultado de componer tres simetrías axiales bajo ciertas circunstancias. 
 
Para terminar con el estudio de las isometrías, se demuestra de varias formas, que no hay más 
isometrías que las definidas: identidad, simetría axial, rotación, simetría central, traslación y 
antitraslación. A este resultado se le llama teorema fundamental de las isometrías del que se 
elaboran varias demostraciones:  

�x la primera a partir de la consideración de la composición de cuatro simetrías axiales y la 
constatación de que el resultado siempre es uno de los ya conocidos,  

�x la segunda es demostrando que, dados dos triángulos iguales en cualquier posición, 
componiendo las isometrías conocidas hasta el momento es posible transformar el primer 
triángulo en el segundo 

�x la tercera considerando las posiciones relativas de dos semirrectas en el plano (10 casos) y 
probando que siempre se corresponden en algunas de las isometrías conocidas 

�x la cuarta caracterizando las isometrías según la cantidad de puntos fijos (o invariantes) 
 
De esta forma, se demuestra que no hay más isometrías que las estudiadas y que toda 
isometría es el resultado de componer, a lo sumo, tres simetrías axiales. 
 
Propuesta para desarrollar el tema en un curso de Geometría Euclidiana para futuros 
profesores  
La propuesta que desarrollaré, está basada en la necesidad y posibilidad de que el futuro 
profesor de matemática estudie geometría en un Entorno de Geometría Dinámica (EGD) y el 
trabajo en grupos en la mayor parte del tiempo. 
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sobre su equivalencia. Se comprende la importancia de la precisión al tratar los fundamentos 
y las relaciones entre estructuras matemáticas. (Jaime y Gutiérrez,1993). 

 
Nasser (1989) adaptó la descripción de cada uno de los niveles al caso de las 
transformaciones geométricas:  

�x Nivel 1: los alumnos reconocen e identifican las transformaciones (reflexión, rotación, 
traslación y homotecia); 

�x Nivel 2: Los estudiantes identifican y analizan las propiedades de las transformaciones, como: 
eje de simetría (reflexión), centro y ángulo de giro (rotación), factor de escala de la homotecia; 

�x Nivel 3: Los alumnos reconocen combinaciones e inversos de transformaciones; 

�x Nivel 4: los estudiantes entienden el significado de la deducción, lo contrario de un teorema y 
las condiciones necesarias y suficientes; 

�x Nivel 5: Los estudiantes hacen demostraciones formales de propiedades y establecen 
transformaciones en diferentes sistemas. 

 
También, una descripción más profunda de estos niveles aplicados a las isometrías se 
encuentra (Jaime y Gutiérrez, 1993) y también en (Jaime y Gutiérrez, 1991) y es utilizada en 
este trabajo. 
  
Si bien es esperable que los estudiantes al culminar el bachillerato, y luego de trabajar con 
isometrías a lo largo de su etapa liceal, puedan rápidamente acceder a los niveles superiores 
de esta escala, la experiencia en los últimos años indica que la mayoría de quienes comienzan 
su formación como profesores de matemática, apenas pueden ubicarse en los dos primeros 
niveles. 
 
Así, pues, con esta referencia se construye la propuesta, de la cual se muestran algunos 
ejemplos de actividades en las páginas siguientes: 
 
Actividad 1. 
Elegidas dos rectas secantes a y b en O�����V�H���G�H�I�L�Q�H���O�D���I�X�Q�F�L�y�Q���I�������Œ���:���Œ���F�R�P�R���V�L�J�X�H���� 
f (O) = O 

si P �•��O, f (P) = P’ donde P’ pertenece a la paralela a la recta b por P, de forma que �2�2�•
$
$
$
$= 2�2�2�K
$
$
$
$
$, 
siendo Po el punto donde PP' corta a la recta a. 
 
1. Realiza con tu grupo de trabajo, las construcciones necesarias para hallar la imagen de 
cualquier punto P del plano.  
 
2. Verifica que se trata de una función del plano en el plano: para ello, puedes comenzar 
“moviendo” el punto P por la pantalla y verificando si existe P’. 
 

3. ¿Si el punto P�•b, a qué figura pertenece P’? Justifica. ¿Cuál es la imagen de la recta b? 
 
4. ¿Hay puntos fijos en esta función? Es decir, hay puntos P que coincidan con P’. ¿Cuáles? 
¿Cuál es la imagen de la recta a? 
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Dado O �Ð �Œ���\���G�H�I�L�Q�L�P�R�V���K�����Œ���:���Œ���F�R�P�R���V�L�J�X�H�� 
h (O) = O 

siP �•��O �:���I��P) = P’ con P’�ÐOP / �1𝑂𝑂�•
$
$
$
$
$= 3�1𝑂𝑂
$
$
$
$ 
 
1. Realiza con tu grupo de trabajo, las construcciones necesarias para hallar la imagen de 
cualquier punto P del plano.  
 
2. Verifica que se trata de una función del plano en el plano: para ello, puedes comenzar 
“moviendo” el punto P por la pantalla y verificando si existe P’. ¿Es h una función biyectiva? 
 
3. ¿Hay puntos fijos o invariantes en esta función? ¿Cuáles?  
 
4. Considera dos puntos P y Q diferentes (en principio diferentes a O) y halla sus imágenes por 
h. Considera la recta PQ y contesta: ¿la imagen de una recta es una recta? ¿Hay algún caso 
en que una recta y su imagen sean paralelas? 
 

5. Considera un tercer punto R diferente a P y Q y halla la imagen del triángulo PQR. El �' PQR 
y su imagen tienen el mismo sentido? 
 
6. Considera la circunferencia de centro P que pasa por Q. ¿Su imagen será la circunferencia 
de centro P’ que pasa por Q’? A dos rectas perpendiculares, ¿le corresponden rectas 
perpendiculares? 
 
7. Demuestra que la función h es una función biyectiva (puedes recurrir a materiales de clase 
para revisar definiciones a aplicar) 
 
8. ¿h conserva las distancias? ¿Por qué? 
Estas tres actividades permitirán un acercamiento a la idea que: hay funciones del plano en el 
plano que son isometrías y funciones que no lo son. 
 
Actividad 4. 
Visualiza el video SIMETRÍAS, de Eduardo Sáenz de Cabezón, disponible en 
https://youtu.be/beq1odpZXdg 
 
Actividad 5. 
Definición de simetría axial: 
Se�����Œ���:���Œ���W�D�O���T�X�H�� 

Si P�•e, Se(P) = P 

Si P�•e, Se(P) = P’ �œ e es la mediatriz del segmento PP’ 
 
1. Realiza con tu grupo de trabajo, las construcciones necesarias para hallar la imagen de 
cualquier punto P del plano.  
 
2. ¿Es Se una isometría? Justifica 
 
3. ¿Se mantiene el sentido en el plano? 
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¿Es posible teselar el plano a partir de la media flecha y exclusivamente con este tipo de 
composición de simetrías axiales? 
 
Formalizando y generalizando:  
Dadas dos rectas secantes a y b, llamamos Rab a la composición de Sa con Sb (en ese orden) 
y lo anotaremos:  Rab = Sbo Sa. 

O mejor aún, si a�ˆ b = O, entonces podemos escribir RO,�D = Sb o Sa, siendo �ã�Ù= 2�=�>
â  
 
Actividad 8.  
1. ¿Es la rotación una isometría? Justifica 

2. ¿RO,�D mantiene el sentido en el plano? 
 

3. ¿Cuál es la inversa de RO,�D? 
 

4. Considera RO,�D  y una recta semirrecta Am que no pasa por O. Halla A’m’ = RO,�D(Am).  
 
5. Considera la función g de la actividad 2. ¿Observas alguna particularidad? 
 
Actividad 9.  
Basado en ideas de (Mora, 2019) 
Realiza la composición de dos simetrías axiales que tengan como 
ejes algunas de las rectas que se utilizaron en la construcción de la 
actividad anterior, para transformar la mediaflecha gris, en la 
sombreada en la figura. 
 
¿Es conmutativa esta composición? 
 
¿Hay algún punto fijo en esta transformación? 
 
¿Qué ángulo forman entre sí dos puntos correspondientes? 
 
¿Y dos rectas correspondientes?  
 
¿Qué nombre podría darse a la composición de estas dos simetrías axiales? 
 
¿Es posible teselar el plano recurriendo exclusivamente a este tipo de isometrías? 
 
Formalizando y generalizando:  
Dadas dos rectas perpendiculares a y b, llamamos R2 a la composición de Sa con Sb y lo 
anotaremos:  R2= Sbo Sa.  

O mejor aún, si a �ˆ  b = O, entonces podemos escribir CO= Sb 
o Sa y en este caso le llamamos simetría central de centro O. 
 
Actividad 10.  
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�x Rotación de 90° (Rotación de orden 4) 

�x Simetría axial 

�x Traslación 
�x Antitraslación 
 
Identifica ejes de simetría, centros de rotación de orden 2 y orden 4, vectores de traslaciones y 
ejes y vectores de antitraslaciones que permitan construir todos los contornos de las figuras 
sombreadas transformando la poligonal (sin repetir ninguna de las construcciones). (Este 
conjunto de isometrías, se conoce como grupo cristalográfico p4g). 
 
Al trabajar con este conjunto de doce actividades, se espera que los futuros profesores puedan 
apropiarse de los principales conceptos relacionados con el conjunto de las isometrías del 
plano, mientras transitan en forma ascendente hasta acceder al tercer nivel de Van Hiele, 
mencionado por (Nasser, 1989) y (Jaime y Gutierrez,1993). 
 
Es esperable que, los futuros profesores (por más que estén en su primer año de formación) 
alcancen, al menos, el cuarto nivel de van Hiele: deducción formal y, aún el quinto: rigor. Para 
esto, y en el marco de una propuesta de trabajo de “construcción” del conocimiento geométrico, 
es que se trabajará con problemas como los siguientes, formalizándolos adecuadamente: 
 
Dados dos puntos A y B, se consideran los puntos M y M’ variables de manera que los 
triángulos AMB y AM’B son rectángulos en M y M’. La recta e es eje de simetría entre M y M’. 
Demuestra que la recta e pasa por un punto fijo. 
 
ABC es un triángulo isósceles en A e I es el punto medio del segmento BC. M es un punto del 
�V�H�J�P�H�Q�W�R���$�,�����%�0���@���$�&��� ���^�.�`���\���&�0���@���$�%��� ���^�+�`�� 
i) Demuestra que H y K son simétricos respecto de la recta AI. 
ii) Demuestra que los segmentos CK son iguales 
 

Construye un triángulo ABC, dados b, c y �‘ (C-B) suponiendo C > B. 
 
(ABC) antihorario isósceles con A = 120º. 
i) Hallar el centro O y el ángulo de la rotación en que a la AB le corresponde la CA. 
ii) Sean M �Ð AB y N �Ð AC de modo que AM = CN. Naturaleza del (MNO). 
iii) Halla la imagen (A'B'C') del (ABC) en la rotación de i) y  
iv) Demuestra que B, O, C' pertenecen a una misma recta y que BAC' = 90º. 
 
(ABC) antihorario rectángulo en A. f:�Œ�:�Œ���O�D���L�V�R�P�H�W�U�t�D���G�L�U�H�F�W�D���T�X�H���W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D���O�D���V�H�P�L�U�U�H�F�W�D���$�%��
en la CA. 
i) Halla P, punto fijo en f. 
ii) Una circunferencia variable que pasa por A y P corta a AB en D y a AC en E. Demuestra 
que, si O es el centro de la circunferencia, se cumple que PO �c DE. 
iii) SDE �����Œ�:�Œ�������6��DE ( P ) = P’. Halla el lugar geométrico de P’ al variar O. 
�L�Y�����I�������Œ�:�Œ�������I�������3�
������� ���3�¶�¶�����+�D�O�O�D���H�O���O�X�J�D�U���J�H�R�P�p�W�U�L�F�R���G�H���3�¶�¶�� 
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Como docente de cursos de geometría en el primer año de la formación de profesores de 
matemática en el Uruguay, tengo una percepción sobre que los estudiantes –en general- no 
acceden más que a los dos primeros niveles de Van Hiele en su proceso de aprendizaje 
geométrico previo. 
Es esperable que, luego de culminar un curso, al menos en algunas temáticas accedan al nivel 
4 y al 5. 
 
Admitiendo la validez del modelo Van Hiele, ampliamente aceptado en la comunidad 
internacional desde hace 50 años, habiéndose profundizado y aún reformulado en algunos 
aspectos conceptuales y filosóficos (Papademetri-Kachrimani, 2012), se hace necesaria una 
investigación para reconocer la realidad de nuestro país al respecto.  
 
Ahora bien, en varias investigaciones realizadas en estudiantes de profesorado (Knight, 2006) 
o en profesores en servicio (Robichaux-Davi y Guarino, 2016) se reporta en ellos la 
insuficiencia de razonamiento geométrico en niveles superiores al tercero y destacándose la 
necesidad de identificar el nivel con el que se encuentran para poder superarlo. Asi, Gutiérrez y 
Jaime (1999) reporta investigaciones realizadas en años anteriores a maestros de educación 
primaria en varias regiones donde la mayoría de los docentes no acceden al tercer nivel y 
concluyen: “It seems that weak mathematical knowledge and reasoning skills of preservice 
primary teachers are independent of countries, educational systems, and techniques of 
assessment.” (Gutiérrez y Jaime, 1999) 
Otros investigadores, reportan que no es posible que un estudiante de secundaria acceda al 
nivel 4 al final de su escolaridad, si sus profesores no llegan a ese nivel en su etapa de 
formación (Watan y Sugiman, 2018). 
Lo interesante es que, ni en Uruguay ni en la región hay reportes sobre este aspecto, por más 
que ya en (Yazdani, 2007) se afirma y sugiere que 

La naturaleza jerárquica del modelo de Van Hiele tiene implicaciones significativas 
para la enseñanza de la geometría. Sugerimos que los educadores responsables 
de la enseñanza de la geometría y los profesionales a cargo de los programas de 
capacitación docente incorporen los principios en los que se basa el modelo de Van 
Hiele en el diseño educativo y curricular.(Traducción propia). 

 
Parece necesaria alguna investigación en nuestro país al respecto y considerando, además, la 
existencia de los EGD, del estilo de la que reporta (Choik-Koh, 2000) 
 
La Segunda: más específica respecto al tema de esta propuesta o proyecto, estaría enfocada 
en cuál es la concepción (o concepciones) que nuestros futuros docentes tienen sobre las 
isometrías. 
Una pregunta de investigación, más precisa, sería ¿Qué concepto manejan los futuros 
docentes acerca de las isometrías, previo a su ingreso al curso de geometría?, y lógicamente, 
surge la misma pregunta a posteriori de cursar geometría en su primer curso. 
 
Hay algunas investigaciones al respecto que pueden tomarse como inicio. Por ejemplo Thaqiet 
et al. (2016), o también Harper (2003) que indagan sobre los cambios que se producen en el 
conocimiento de los futuros docentes con respecto a las transformaciones geométricas durante 
o después de la instrucción en un EGD. 
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Isometrías 
Mario Dalcín 

 
a) Aspectos didácticos  
a.1) Aspectos didácticos referidos a la enseñanza de la matemática en la formación de 
formadores  
¿Qué se pretende de la enseñanza de la matemática en enseñanza media? De las 
respuestas que se den a esta pregunta dependerá el cómo hacerlo, y también el cómo 
formar al profesor para dicha tarea. El colectivo docente Grupo Cero (Valencia) plantea 

desplazar de la materia al alumno el centro de gravedad de la enseñanza de la 
matemática… más que el conocimiento específico de determinados conceptos y 
técnicas matemáticas, lo que puede servirle al estudiante son capacidades 
básicas que se consolidan mediante la actividad matemática como generalizar, 
particularizar, abstraer, hacer hipótesis y someterlas a prueba, distinguir entre 
conjetura y demostración, usar la analogía como método sistemático de 
razonamiento, expresarse con precisión, comunicar con claridad las propias 
ideas… hacer de la experiencia educativa un proceso creador tanto para el 
estudiante como para el profesor. (Grupo Cero, 1987, pp. 15-16) 

 
En el mismo sentido se expresan el NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) de 
Estados Unidos y Canadá, y la Inspección de Matemática del CES (2017) de nuestro país. 
“Los profesores tienen la tendencia a enseñar tal como ellos fueron enseñados” (Santaló, 
1993, p. 13), que suele ser en el modelo normativo, centrado en el contenido –ya acabado- 
que es comunicado por el profesor al estudiante (Charnay, 2002). Recomendaciones en un 
sentido radicalmente distinto hacen la NCTM “los futuros profesores de matemática deben 
ser enseñados en forma parecida a como ellos habrán de enseñar –explorando, elaborando 
conjeturas, comunicándose, razonando, y todo lo demás” (1991, p. 259), y Santaló expresa: 

parecería muy conveniente no dejar el aprendizaje de la metodología para los 
cursos de didáctica especial, sino en todas las materias de su carera se debería 
aplicar la metodología que después los futuros profesores deberán aplicar en el 
ejercicio de su profesión. (1993, p. 13) 

 
Para formar un profesor de matemática de enseñanza media que pueda llevar adelante su 
tarea acorde a lo que se espera de ella, considero que la relación más fructífera entre el 
saber a enseñar, el que aprende y el que enseña, se da en el modelo aproximativo, centrado 
en la construcción del saber por el estudiante (Charnay, 2002). Esto implica por parte del 
profesor (de formación docente) una selección del saber a enseñar y el diseño de 
situaciones problema a plantear a los estudiantes (de profesorado) para que estos 
propongan soluciones poniendo en juego los conocimientos que tienen, las confronten con 
las de sus compañeros, argumenten y finalmente lleguen a acuerdos, siendo el profesor 
garante de que este proceso pueda darse. Esta construcción del saber se da mediante un 
proceso individual de desequilibración y reequilibración (Piaget) y un proceso relacional de 
intercambio con el grupo que posibilita el desarrollo intelectual que es internalizado luego 
como competencia privada (Vygotski).  
Poner en práctica el modelo aproximativo implica también tener en cuenta las formas de 
pensar la matemática de los propios estudiantes. Sowder y Harel (1998) introducen el 
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Rodríguez (1991), Fernández Val (2000), textos de autores uruguayos que fueron referentes 
en la formación de profesores en nuestro medio, aunque estos incorporan el axioma métrico 

(la distancia es una función d: �S �u �S �o  R que a cada par de puntos le hace corresponder un 

número real y tiene las siguientes propiedades: i) d(A,B) �t 0  �� A,B�• �S, ii) d(A,B) = d(B,A) 

�� A,B�• �S, iii) si C pertenece al segmento AB  �o   d(A,B) = d(A,C) + d(C,B), iv) si C no  

pertenece al segmento AB �o   d(A,B) < d(A,C) + d(C,B), v) ��  recta orientada r �•  �S, ��  O�• r, 

�� k�•R+ �o   existe un único punto P�• r / O precede a P y d(O,P) = k). 
ii) posibilita formularse preguntas –y elaborar demostraciones en base a conocimientos que 
ya tienen los estudiantes- acerca de cuántos puntos y sus imágenes es necesario conocer 
para determinar una isometría, si las funciones definidas son isometrías, si dos definiciones 
son equivalentes, acerca de propiedades de cada una de las isometrías, cuántas isometrías 
existen y si forman grupo;  
iii) Asumir los CCT desde un principio también posibilita concebir los cursos de geometría 
como una unidad teórico-práctica, cosa difícil de conseguir en otros enfoques, como lo dicen 
Casella et al. (1989, p. 4):  

… el estudiante notará que también ocurre aquí –y en forma más marcada- el 
desfasaje en el tiempo en los tratamientos teóricos y la resolución de problemas. 
Esto surge como inevitable en el esquema didáctico propuesto; tratar de 
acompasar los cursos teóricos con los prácticos vulneraría fuertemente la 
comprensión refinada de las ideas que se quieren transmitir [destacado en el 
original]. 

 
La cita revela una concepción de la enseñanza y del aprendizaje acorde al modelo 
normativo (Charnay, 2002), su preocupación principal está en las ideas matemáticas a 
enseñar.  
¿Hay alguna diferencia en cuanto a los fundamentos y desarrollo de la Geometría en uno u 
otro enfoque? Ninguna. Se puede construir la geometría plana de ambas maneras. (Klein, 
1931, pp. 212-237) Dado que ambos enfoques son coherentes, la elección por el enfoque 
expuesto es didáctica: posibilita diseñar actividades que al ser propuestas en clase habilitan 
el conjeturar, argumentar, demostrar por parte de los estudiantes promoviendo de esta 
manera el desarrollo de esquemas de argumentación empíricos y analíticos, y aprender de 
una forma similar a como se espera que enseñe cuando sea Maestro, Maestro Técnico o 
Profesor de Matemática. La relevancia del tema para la enseñanza en la formación de 
docentes está dada por los procesos matemáticos (definir, conjeturar, argumentar, 
particularizar, generalizar, establecer analogías) que posibilite involucrar a los estudiantes 
en formas de trabajo como se explicitaron al inicio de este proyecto.  
 
Compartimos con de Villiers (1998, p. 25) que “el desarrollo de software para la Geometría 
Dinámica (GD) en años recientes es ciertamente el desarrollo más emocionante en 
geometría desde Euclides” pero esta ha sido poco incorporada a la enseñanza. Dado que 
hoy en día existen software de acceso libre como Tess, Geogebra o Geogebra 3D y que 
Geogebra puede ser usado en el celular, sería deseable que la enseñanza y aprendizaje de 
las isometrías incluyera su uso. Para ello es necesario diseñar actividades específicas y 
generar espacios en los cursos para incorporar su uso. ¿Qué estatus tienen las 
producciones hechas en GD? El desarrollo tecnológico ha incentivado el desarrollo de la 
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Asumir un modelo de enseñanza implica asumir una forma de evaluación acorde. La 
evaluación en el modelo normativo suele estar referida solo a los productos de la actividad 
matemática (axiomas, definiciones, teoremas, demostraciones), suele hacerse al final del 
desarrollo del tema o del curso y por lo tanto cumple centralmente una función de castigo 
dado que la situación del estudiante que no supere la evaluación es irreversible en el curso. 
La evaluación en el modelo aproximativo requiere ser hecha en todo momento del curso, 
está referida por igual a los productos y a los procesos de actividad matemática 
(involucrarse individual o colectivamente en elaborar definiciones, formular conjeturas, 
expresar argumentos, entender argumentos producidos por otros, elaborar pruebas y 
demostraciones, proponer particularizaciones y generalizaciones, razonar en forma 
inductiva, analógica y deductiva) y su función principal es reorientar el trabajo de los 
estudiantes durante el desarrollo del curso. La evaluación en el modelo normativo busca ser 
objetiva mientras que en el modelo aproximativo incorpora además el componente subjetivo 
del mutuo conocimiento de estudiante y profesor en el proceso de enseñar y aprender, tanto 
matemática, como a ser Maestro, Maestro Técnico o Profesor de Matemática.   
 
El desarrollo que se hace a continuación fue pensado para trabajarse con estudiantes que 
cursan los primeros semestres de su formación inicial. En el caso de Magisterio o de 
Maestro Técnico, una adaptación -como por ejemplo las que proponen Carrillo y Contreras 
(2001) o Ruiz López y Ruiz Hidalgo (2011)- es imprescindible, y muchas de las preguntas 
planteadas considero adecuado abordarlas exclusivamente en el ámbito de la GI. En el caso 
del Profesorado de Matemática se promoverá el trabajo tanto en GI como en GII. En 
semestres posteriores esta misma temática podría ser trabajada con un sistema de 
coordenadas -como por ejemplo aparece en Brannan et al. (1995)- posibilitando una visión 
complementaria de la aquí expuesta.  
 
b) Aspectos disciplinarios  
b.1) Conceptos o ideas involucrados en el tema i sometrías   
Dicho desarrollo se hará en base a definiciones y a preguntas. Dada la extensión estipulada 
para este proyecto, solo algunas preguntas tendrán su respuesta debidamente fundada 
mediante una demostración, otras –que se indican con un (*)- que sí deben ser respondidas 
al desarrollar un curso, figuran aquí para indicar la ocasión más conveniente en la que 
deberían ser planteadas y respondidas. 
 
Isometrías del plano   
Una función del plano en el plano es isometría si conserva la distancia.  
 
¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes 
son necesarios conocer para determinar una 
isometría del plano? 
Al hallar las  imágenes de A, B, C, D –en ese 
orden- en la isometría f, f(A) puede ser 
cualquier punto del plano, f(B) debe 
pertenecer a la circunferencia de centro f(A) y 
radio d(A,B), f(C) debe pertenecer a la 
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�'�D�G�R�V���X�Q���S�X�Q�W�R���2���\���X�Q���i�Q�J�X�O�R���$�2�%���G�H���P�H�G�L�G�D���.�� se llama rotación de centro O, �i�Q�J�X�O�R���.���\��

sentido de A a B (supongamos antihorario) a R�2�����.�����D�K: �S �o  �S / i) R�2�����.�����D�K (O) = O, ii) Si P �z O y 
R�2�����.�����D�K ���3����� ���3�¶�����V�H���F�X�P�S�O�H�����G���2���3����� ���G���2���3�¶�������H�O���i�Q�J�X�O�R���3�2�3�¶���P�L�G�H���.���\���H�O���V�H�Q�W�L�G�R��P a P’ es el 
mismo que de A a B. (antihorario). (Definición 1)  
 

Los triángulos OPQ y OP’Q’ son congruentes (CCT1) �o  d(P,Q) = d(P’,Q’) �o  R�2���� �.���� �D�K es 
isometría 
 
Si las rectas PQ y P’Q’ son secantes se cumple que los ángulos IQO e IQ’O son 
congruentes, por lo que IQQ’O es inscritible, de donde los ángulos QIQ’ y QOQ’ son 
congruentes.  Así uno de los ángulos que forma una recta y su imagen es congruente al 
ángulo de rotación.  
 

Se llama rotación de ejes a y b a Ra,b: �S �o  �S / Ra,b= Sb o Sa con a y 
b secantes. (Definición 2) 

Def. 2 �o  Def. 1. Si a y b se cortan en O y Sa(P) = P0 y Sb(P0) = P’ 
se cumple que d(O,P) = d(O,P’) por ser a y b mediatrices de PP0 y 
P0P’ respectivamente. Además el ángulo POP’ mide el doble de 
uno de los ángulos formados por a y b debido a la igualdad de los 
triángulos POM y MOP0 así como de P0ON y NOP’.   
 

Def. 1 �o  Def. 2. Considerando un punto P0 en la circunferencia de 
centro O y radio OP se pueden construir los ejes a y b como 
mediatrices de los segmentos PP0 y P0P’ respectivamente. a y b 
pasan por O, uno de los ángulos que forman a y b mide la mitad de 
POP’ y el sentido de a a b, recorriendo el ángulo considerado, 
coincide con el sentido de P a P’. Al variar P0 se ve que hay infinitas 
parejas de ejes a y b. 
 

¿Son iguales las funciones e: �S �o  �S / e = Sb o Sa y f : �S �o  �S / f = Sa o Sb? 
Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede 
apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la 
rotación. 
 
Se llama simetría central de centro O a la rotación de centro O y 180° en sentido horario o 
antihorario (Definición 1) y a la composición de dos simetrías axiales de ejes 
perpendiculares en O (Definición 2).   
 
(*) ¿Qué posición relativa tienen una recta y su imagen en una simetría central? 
 
Dados dos puntos A y B se llama traslación de vector AB a  TAB: 

�S �o  �S / si TAB (P) = P’, se cumple que ABP’P es paralelogramo 
(pudiendo ser este degenerado). (Definición 1)  
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primeras simetrías axiales es una rotación que se puede expresar mediante otras dos 
simetrías axiales, una de las cuales se toma como la tercera simetría axial, obteniéndose así 
una simetría axial. Se puede proceder en forma análoga en el caso de ejes paralelos 
considerando una traslación como paso intermedio. 
 
Hasta aquí se han definido (definiciones 1) las siguientes funciones del plano: simetría axial, 
identidad, rotación (y como caso particular la simetría central), traslación y antitraslación, y 
demostrado que son isometrías. 
También se definió inicialmente la simetría axial y luego se consideró la composición de dos 
simetrías axiales distinguiendo según la posición relativa de sus ejes, obteniendo así la 
identidad, rotación y traslación (definiciones 2). Luego se consideró la composición de tres 
simetrías axiales, también distinguiendo según la posición relativa de sus ejes: en dos casos 
(rectas concurrentes o paralelas) obteniendo una simetría axial, y en los otros dos casos 
(dos rectas paralelas y una secante, o tres rectas secantes dos a dos) se generó una 
isometría distinta a las ya definidas que se definió como antitraslación (definición 2). 
 
¿Es posible definir nuevas isometrías?  
Sin ser una demostración, se puede fortalecer la intuición de que la respuesta es negativa 
de esta forma: siguiendo la vía de componer simetrías axiales se puede indagar si es 
posible definir nuevas isometrías -distintas a las cinco ya mencionadas- si se componen 
cuatro simetrías axiales. A cada uno de los casos anteriores para tres simetrías habría que 
agregar una cuarta: i) En los casos de ejes tres rectas concurrentes o paralelas se las podría 
sustituir por una sola, por lo que al componerla con una cuarta tendríamos la composición 
de dos simetrías axiales, es decir rotación o traslación. ii) En los otros dos casos restantes 
se podría considerar las dos primeras por un lado (rotación o traslación) y las dos últimas 
por otro (rotación o traslación). Las posibilidades que se presentan a componer son: rotación 
y rotación, rotación y traslación, traslación y rotación, traslación y traslación. Al hallar la 
expresión canónica de la composición en cada caso se obtiene rotación o traslación. ¿Se 
definen nuevas isometrías al componer cinco simetrías axiales? Esta situación se puede 
reducir al caso de componer tres simetrías axiales (que ya fue analizado), ya que habría que 
agregarle a cada uno de los casos de la situación anterior –que se reducen a la composición 
de dos simetrías axiales–, una simetría axial más. De forma análoga, el caso de componer 
seis simetrías axiales es análogo al de la composición de cuatro. Y así sucesivamente. De 
esta manera se puede fortalecer la intuición de que mediante la composición de simetrías 
axiales no se obtienen nuevas isometrías.  
Se presentan a continuación dos demostraciones posibles. 
 
Primera: Composición mínima de isometrías. (Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 129-132) 
Inicialmente se demostró que una isometría del plano está determinada si se conocen tres 
puntos no alineados y sus respectivas imágenes. Al considerar dos triángulos congruentes 
ABC y A’B’C’ estos pueden tener el mismo sentido o sentidos contrarios. ¿Es posible 
transformar el primero en el segundo mediante alguna de las cinco isometrías definidas 
(definiciones 1) o mediante su composición? 
En caso de isometría directa se puede componer la traslación de vector AA’ con la rotación 
de centro A’ y ángulo el formado por las rectas AB y A’B’, cuya expresión canónica será 
rotación o traslación. En caso de isometría indirecta puede ser la composición de la simetría 
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Al conjunto de simetrías de una figura se le llama grupo de simetría de dicha figura. 

Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente � Îd� ,̀ � R̂O, 2�S/2, 

RO, 2.2�S/2 = Id� ,̀ � R̂O, 2�S/3, RO, 2.2�S/3, RO, 3.2�S/3 = Id� ,̀ � R̂O, 2�S/4, RO, 2.2�S/4, RO, 3.2�S/4, RO, 4.2�S/4 = Id�  ̀y se les 
llama grupos cíclicos. Como notación usaremos C1, C2, C3, C4 respectivamente.  
Dado un punto O y un natural n distinto de 0, se puede definir grupo cíclico de orden n como 

Cn = � R̂O, k.2�S/n con k = 1,2, …, n�  ̀
 
Se llaman figuras asimétricas a aquellas cuyo grupo de simetría contiene solo la identidad.  
 
(*) ¿Qué simetrías tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composición 
de simetrías de cada figura, ¿forman grupo? 
 
 
 
 
 
 

Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente � Îd, Sm� ,̀ � R̂O, 

2�S/2, RO, 2.2�S/2 = Id, Sm, St�  ̀= � R̂O, �S, Id, Sm, Sm o RO, 2�S/2�  ̀con t �A m por O, � R̂O, 2�S/3, RO, 2.2�S/3, RO, 

3.2�S/3 = Id, Sm, Sp, Sq�  ̀ = � R̂O, 2�S/3, RO, 2.2�S/3, Id,  Sm, Sm o RO, 2�S/3, Sm o RO, 2.2�S/3�  ̀ con p y q 

pasando por O y formando con m ángulos 2�S/3 y 4�S/3 respectivamente. Se les llama grupos 
diedrales y como notación usaremos D1, D2, D3 respectivamente.  
Dado un punto O, un natural n distinto de 0 y una recta m pasando por O, se puede definir 

grupo diedral de orden 2n como Dn = � R̂O, k.2�S/n , Sm o RO, k.2�S/n con k = 1,2, …, n�  ̀
 
�'�R�V�� �J�U�X�S�R�V�� �+�� �\�� �.�� �V�H�� �G�L�F�H�Q�� �L�V�R�P�R�U�I�R�V�� �V�L�� �H�[�L�V�W�H�� �X�Q�D�� �I�X�Q�F�L�y�Q�� �E�L�\�H�F�W�L�Y�D�� �I���� �+�� �:�� �.�� �T�X�H�� �Y�H�U�L�I�L�F�D��
f(k�Ûk´) = f(k)�Û f(k´) para todo k, k’ de H.  
Los grupos C2 y D1 anteriores son isomorfos como grupos abstractos, pero como grupos de 
simetría son distintos. 
Algunos textos  (Jaime y Gutiérrez, 1996; Ruiz y Ruiz, 2011) se refieren a las figuras que 
tienen grupos de simetría cíclicos o diedrales como rosetones, Alves y Galvao (1996, p. 158) 
llaman grupos rosetas a los grupos cíclicos y diedrales, mientras que Abella y Pereyra 
(2011, pp. 9-11) los llaman grupos de Leonardo. 
 
(*) ¿Es posible construir una figura que tenga grupo de simetría finito y no pertenezca a las 
familias anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar 
convicción de que todo grupo finito de simetría de una figura plana es cíclico o diedral. 
Demostraciones posibles pueden verse en Costa (2009, pp. 56-58) y Abella y Pereyra 
(2011, pp. 9-11). 
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(*) Imaginemos que cada una de las diecisiete 
figuras adyacente se extiende al plano. ¿Qué 
simetrías admite cada una? 
 
El estudio de los grupos cristalográficos planos es 
derivado del estudio de los cristales. “En 1890, 
antes de demostrar el resultado análogo para los 
tipos de grupos de simetría plana, Fedorov ya 
había demostrado que existen solo 230 tipos 
distintos de grupos de simetría espacial”. 
(Odifreddi, 2006, p. 145) Si bien el interés 
matemático en los empapelados tiene menos de 
un siglo y medio, los diseños repetitivos planos 
fueron usados desde muchísimo antes -“parece 
que estas pautas eran bien conocidas, y 
empleadas con fines decorativos, por los antiguos 
egipcios” (Barrow, 2007, p. 192)-  y en las más 
diversas culturas (32 diseños distintos y con 
orígenes diversos pueden verse en Barrow (2007, 
pp. 194-195)).  
 
El caso paradigmático de diseños de empapelados –y al que refiere casi la totalidad de la 
bibliografía consultada- es la Alhambra en Granada-España donde aparecen diseños 
correspondientes a los diecisiete grupos (AA. VV, 1995). Los diseños de la Alhambra fueron 
inspiración de parte de la obra de M. C. Escher (1898-1972), quien diseñó empapelados, 
como los que aparecen a continuación, para cada uno de los diecisiete grupos de simetría 
del plano. Estas obras conllevan dificultades extra en su diseño: las figuras mínimas que se 
repiten -si no tenemos en cuenta el color- son reconocibles como caballo alado, caballito de 
mar, guerrero a caballo, pez y pez respectivamente y además son teselas del plano. Cada 
una de estas exigencias por separado es salvable, elaborar un diseño que cumpla ambas 
condiciones a la vez involucra la maestría del artista. 
 
 
 
 
 
 
 
 
(*) ¿Qué grupo de simetría tiene cada uno de los empapelados anteriores diseñados por 
Escher? 
 
Hoy en día la construcción de rosetones, frisos o empapelados puede realizarse en forma 
inmediata mediante software disponible en internet como ‘Tess’, que  indica qué isometrías 
se usan en cada uno de los diecisiete grupos de empapelados. Requiere un desafío mayor 
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La imagen de un punto A puede ser cualquier punto f(A) del espacio. La imagen de un punto 
B debe estar en la esfera de centro f(A) y radio d(A,B). Elegido f(B), la imagen de un punto 
C, no alineado con A y B, debe estar en la circunferencia intersección de las esferas de 
centro f(A) y radio d(A,C) y de centro f(B) y radio d(B,C). Elegido f(C), la imagen de un punto 
D que no pertenezca al plano A, B, C debe estar en la intersección de las esferas de centro 
f(A) y radio d(A,D), de centro f(B) y radio d(D,B), de centro f(C) y radio d(D,C). La 
intersección de estas tres esferas son dos puntos ubicados en semiespacios opuestos 
respecto al plano A, B, C. Surge así la posibilidad de definir isometrías directas e indirectas 
según el sentido de los tetraedros ABCD y f(A)f(B)f(C)f(D) coincida o no. El sentido de un 
tetraedro ABCD se puede definir como derecho o izquierdo según si un tornillo (derecho) se 
acerque o se aleje de D cuando es girado en el sentido A-B-C-A en una dirección 
perpendicular al plano A, B, C. La imagen de un punto E se puede determinar en forma 
análoga a como se halló f(D), eligiendo de las dos posibilidades según la isometría sea 
directa o indirecta. En estas condiciones, ¿d(D,E) = d(f(D),f(E)? Para responder esta 
pregunta surge la necesidad de establecer criterios de congruencia de ángulos triedros y de 
tetraedros. Se puede concluir que si en una isometría del espacio se conocen cuatro puntos 
no coplanares y sus respectivas imágenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto 
del espacio. (Teorema de determinación de isometrías del espacio) 
 
¿Es posible definir en el espacio una isometría análoga a la simetría axial del plano? 

Se llama simetría respecto a un plano �S (o simetría bilateral o simetría especular) a la 

función S�S: E �o  E / i) si P �•  �S, �S es plano mediatriz del segmento PS�S(P), ii) si P �•  �S, 
entonces P = S�S (P). 
 
(*) La función definida ¿es una isometría?, ¿es una isometría directa o indirecta?, ¿existe la 
isometría inversa? 
Al considerar dos puntos P, Q y sus imágenes P’, Q’ se puede considerar el plano 
determinado por las rectas paralelas PP’ y QQ’ y usar lo ya demostrado para la simetría 
axial del plano. 
 

Se llama identidad a la función I: E �o  E / I(P) = P. 
La función compuesta de una simetría especular con ella misma es igual a la función 
identidad. 
 
¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de dos simetrías 
especulares? 

Se llama rotación de planos �E  y �F  a R�E, �F : E �o  E / R�E, �F = S�F o S�E con �E  y �F  secantes. 
(Definición 2) 

Se llama traslación de planos �E  y �F  a T�E, �F : E �o  E / T�E, �F = S�F o S�E con �E y �F sin puntos en 
común. (Definición 2) 
 

¿Son iguales las funciones e: E �o  E / e = S�F o S�E  y f : E �o  E / f = S�E o S�F? 
Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede 
apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la 
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dicho eje y cada uno de los ejes que definen la rotación plana. En el caso de la traslación en 
el espacio y en el plano la analogía se puede establecer considerando planos 
perpendiculares al vector. 
 
¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de tres simetrías 
especulares? Las posiciones relativas para tres planos son: i) Tres planos paralelos; ii) Dos 
planos paralelos y uno secante (caso particular: el plano secante es perpendicular a los 
planos paralelos); iii) Tres planos cortándose dos a dos en tres rectas paralelas; iv) Tres 
planos cortándose en una misma recta; v) Tres planos con un único punto en común (caso 
particular: los planos son perpendiculares dos a dos). 
Los casos i) y iv) se pueden reducir a una simetría especular trabajando en un plano 
perpendicular a los planos paralelos o a la intersección de los tres planos y estableciendo 
una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes paralelos o concurrentes 
del plano. 
Los casos ii) y iii), trabajando en un plano perpendicular a las intersecciones de los planos y 
estableciendo una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes ni paralelos 
ni concurrentes del plano, se pueden expresar como la composición de una traslación con 
una simetría especular de plano paralelo al vector. 
El caso v), si se considera el caso particular de los planos perpendiculares dos a dos, se 
puede expresar como la composición de una rotación (de media vuelta) en torno a un eje 
con una simetría especular de plano perpendicular al eje de rotación. Se puede establecer la 
analogía de este caso particular con la simetría central del plano. (*) ¿Es posible expresar 
de esta manera la composición de tres planos cualquiera con un único punto en común?  
 
Se pueden definir, de una manera distinta a la composición de simetrías especulares, las 
siguientes isometrías: 
 

 Dados una recta r y un plano �S perpendicular a r, se llama simetría con respecto al plano �S 
con rotación respecto a r a SRr, �S: E �o  E / SRr, �S = R�U�����., ah o S�S. (Definición 1)  
 

Dados dos puntos A, B y un plano �S paralelo a AB, se llama simetría con respecto al plano �S 
con deslizamiento AB a  STAB, �S: E �o  E / STAB, �S = TAB o S�S. (Definición 1)  
 
¿Se pueden definir nuevas isometrías del espacio a partir de la composición de cuatro 
simetrías especulares? 
Si se considera la composición de las dos primeras simetrías especulares por un lado y la 
composición de las dos restantes por otro, cada composición puede ser una traslación o una 
rotación en torno a un eje, según si los planos sean paralelos o secantes. Se dan cuatro 
composiciones posibles: i) traslación con traslación; ii) traslación con rotación en torno a un 
eje; iii) rotación en torno a un eje con traslación; iv) rotación en torno a un eje con rotación 
en torno a un eje. 
La situación i) resulta una traslación de vector suma de los vectores de las traslaciones 
originales. Las situaciones ii) y iii) se pueden expresar como la composición de una 
traslación con una rotación de eje paralelo al vector de traslación. (Puig Adam, 1976, pp. 
268). La situación iv) se puede expresar como traslación o como los casos ii) y iii). (Dodge, 
1972, pp. 211-213) 
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diversas geometrías y establecer cierta comparación entre ellas, por ejemplo que “la 
geometría proyectiva es más básica que la geometría de las isometrías.” (Brannan et al., 
1995, p. 4) 
Las isometrías son importantes no solo para precisar el concepto de geometría, sino que 
tienen importancia a la hora de resolver problemas, en especial problemas de construcción. 
Por ejemplo: ‘¿Existen triángulos equiláteros que tengan los tres vértices sobre los lados de 
un cuadrado? En caso de que existan, ¿cuántos?’ Es posible resolverlo en el ámbito de la 
Geometría I trabajando en GD, pero no imagino la manera de hacerlo en el ámbito de la 
Geometría II sin recurrir a una rotación. 
A su vez el estudio de las isometrías provee métodos generales que pueden ser aplicados 
en la solución de problemas geométricos que de otra manera requieren la consideración de 
diversos casos. (Yaglom, 1968, pp. 11-12) Por ejemplo, el siguiente: ‘El triángulo ABC es 
antihorario con AB fijo y C variable de modo que el ángulo ACB = 60º. N pertenece a la 
semirrecta CA tal que CN = CB. Hallar el lugar geométrico de N.’ Una rotación permite 
vincular los puntos C y N y así dar una respuesta a la situación. En caso de no considerar la 
rotación, dar respuesta a la situación implica  considerar la unión de dos arcos capaces de 
diferentes ángulos y en distintos semiplanos respecto a AB. 
 
c) Proyección en líneas de investigación de  la enseñanza de las isometrías 
Según el modelo van Hiele (Jaime y Gutiérrez, 1996; de Villiers, 1998) el pensamiento 
geométrico de los estudiantes pasa por cinco niveles y tiene algunas propiedades que lo 
caracterizan: i) no se puede alterar el orden de adquisición de los niveles de razonamiento, 
es decir que no se puede alcanzar un nivel de razonamiento sin antes haber superado, de 
forma ordenada, todos los niveles previos; ii) el tránsito entre los niveles de van Hiele se 
produce de forma lenta y continua, pudiendo durar varios años en el caso de los niveles 3 y 
4; iii) un estudiante puede razonar en niveles distintos al trabajar en distintos temas de 
geometría, el nivel que alcance dependerá de sus conocimientos y experiencia previa en el 
tema; iv) cada nivel lleva asociado un tipo de lenguaje para comunicarse y un significado 
específico del vocabulario matemático. Dos personas que razonan a niveles diferentes no 
podrán entenderse entre sí. 
El tener presente los niveles de razonamiento así como las características generales de la 
teoría puede ayudar a evitar ciertas prácticas. Cuando un profesor pide ‘demostrar’ esto 
tiene significados distintos según el estudiante esté razonando en el nivel 2, 3 o 4. Por lo 
general el docente pretende que la demostración sea un razonamiento deductivo formal 
(nivel 4), que el estudiante se adapte a su nivel, cuando, si desea ser entendido, deberá ser 
él quien se sitúe en el nivel del estudiante y pueda aceptar y entender la respuesta dada en 
forma de ejemplo (nivel 2) o de razonamiento intuitivo (nivel 3).  

Según la teoría de van Hiele, la principal razón de la falla del currículum 
tradicional de geometría es que ésta es presentada en un nivel más alto del que 
los estudiantes están operando, en otras palabras ¡los estudiantes no pueden 
entender al profesor ni el profesor puede entender por qué ellos no lo pueden 
entender! (de Villiers, 1998, p.10) 

 
En Jaime y Gutiérrez (1995, 1996) se explicita qué son capaces de hacer los estudiantes, en 
lo referido a las isometrías, en los distintos niveles de pensamiento geométrico: 
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Poliedros  
Ana Manrique 

 
a) Introducción  
Los poliedros han despertado el interés del ser humano desde la antigüedad. Se han 
encontrado restos arqueológicos muy antiguos donde se pueden observar figuras 
poliedrales, posiblemente utilizadas con un fin lúdico como en la actualidad; pero fue la 
cultura de la Antigua Grecia que consideró a los poliedros como algo digno de ser estudiado. 
El amplio dominio de ellos y de sus propiedades quedó de�P�R�V�W�U�D�G�R���H�Q���O�D���R�E�U�D���³�(�O�H�P�H�Q�W�R�V�´��
de Euclides (año 300 a.C.). 
Sin duda, el tema de los poliedros constituye uno de los contenidos presentes en el discurso 
matemático actual, de gran vigencia por los aportes que esta teoría ha hecho al arte y a la 
ciencia. Pese a ello, en los cursos de enseñanza secundaria lo que se aborda parece haber 
quedado en sus comienzos, sin considerarse la evolución del tema en los siguientes siglos. 
Incluso en formación de maestros y profesores, Dalcín y Molfino (2017) plantean que, 
generalmente, se presentan, se detallan algunas de sus propiedades y se reconocen 
familias particulares.  
Si consideramos el modelo de razonamiento geométrico propuesto por Van Hiele (Gutiérrez 
y Jaime, 1991), el cual propone cinco niveles de entendimiento de la geometría dentro de los 
cuales el estudiante se mueve en forma secuencial. En el discurso matemático escolar 
uruguayo, sobre los poliedros, Dalcín y Molfino afirman que se abordan actividades que 
permiten a los estudiantes transitar los niveles 1 (reconocimiento) y 2 (análisis). Y en 
algunos casos se abordan actividades de clasificación, lo que podría conducir a una 
transición al nivel 3 (deducción informal); aunque más que clasificaciones de las familias de 
poliedros se trata del análisis de familias más conocidas: los regulares, los prismas y las 
pirámides.  
 
En este proyecto se pretende abordar el tema poliedros presentando una serie de 
actividades secuenciadas que permita transitar a niveles de razonamiento superior; desde el 
nivel básico, donde simplemente se observa el espacio sin reconocer las propiedades de las 
figuras, hasta niveles elevados de razonamiento geométrico, como la deducción formal. Se 
resalta la demostración matemática como una competencia que un futuro docente debe ir 
adquiriendo desde el comienzo de su formación. 
Consciente de que abordar todos los poliedros es imposible, se seleccionó una familia, los 
poliedros de Platón. Esta temática permite plantear distintas tareas de exploración y arribo 
de conjeturas, y puede brindar herramientas para el estudio sistemático de otras familias. 
Para afrontar su estudio se plantearon una serie de preguntas que llevaron a la formulación 
de algunos problemas. Mediante la implementación del método de resolución de problemas 
planteado por Polya (1965), se pretende involucrar a los futuros docentes en el hacer 
matemático, en distintos aspectos como: visualizar, explorar, conjeturar y validar.  
Específicamente las actividades se centran en: reconocer y visualizar poliedros, identificar 
cuáles son los poliedros de Platón, analizar las relaciones entre esta familia de poliedros y 
los poliedros regulares, descubrir algunas de sus propiedades buscando generalidades, 
explorar maneras de construirlos, conjeturar sobre la cantidad de tipos de esa familia y 
demostrar algunas propiedades más relevantes. Se utiliza como herramientas el material 
concreto y el software GeoGebra (El GeoGebra es un programa de geometría dinámica,  
libre, que permite, entre otras cuestiones, representar figuras geométricas usando diferentes 
herramientas asociadas a las propiedades que las caracterizan) por el potencial que 
presenta para las mejoras de los aprendizajes. 
Por último, se describe un breve análisis del estado del arte de las líneas actuales de 
investigación en geometría en ambientes de geometría dinámica, y se esboza una pregunta 
de investigación sobre la enseñanza de los poliedros para ser estudiada en una población 
de estudiantes de formación docente.  
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Como todo proyecto educativo debe basarse en una teoría de enseñanza- aprendizaje para 
su fundamentación; en este trabajo se optará por el Modelo del razonamiento geométrico de 
Van Hiele. El modelo es una teoría de desarrollo intelectual que surge de la experiencia de 
sus creadores como docentes de geometría, lo cual lo hace idóneo para este tema. 
Se apoya la afirmación de Guillén, Gutiérrez, Jaime y Cáceres (1992) �³�H�V�W�H���H�V���X�Q���H�[�F�H�O�H�Q�W�H��
modelo de representación de los procesos del desarrollo del razonamiento de los 
�H�V�W�X�G�L�D�Q�W�H�V���G�H���P�D�W�H�P�i�W�L�F�D�´ (p. 4), la cual avalan con investigaciones realizadas, por algunos 
miembros del equipo, centradas en la enseñanza de la geometría tomando como marco de 
referencia este modelo. 
Está presente en las Guías de Matemática de apoyo al docente (Programa MESyFOD-
ANEP-CODICEN, 1998), donde sus autores, referentes en la enseñanza de la Matemática, 
plantean fundamental el aporte de Dina y Pierre Van Hiele (1987) al estudio del desarrollo 
del pensamiento geométrico, tanto por describir, en forma general, el razonamiento 
geométrico de los estudiantes así como también por las aplicaciones en el campo didáctico.  
En cuanto a la metodología de trabajo se utilizará el método de resolución de problemas 
planteado por Polya (1989), como estrategia para involucrar al estudiante en el hacer 
matemático. Ese hacer matemático favorecerá la construcción de conocimientos para 
resolver problemas en un ambiente donde estos sean la fuente misma del conocimiento, y 
promoverá el plantear nuevas interrogantes en relación al conocimiento matemático.  
Avalando este método podemos citar a Sadovsky (2005), que plantea: �³�O�D�� �0�D�W�H�P�i�W�L�F�D��
avanza a �I�X�H�U�]�D�� �G�H���U�H�V�R�O�Y�H�U���S�U�R�E�O�H�P�D�V�´ (p. 40), e Itzcovich (2007) que sostiene que hacer 
matemática implica una actividad intelectual del alumno, que se involucre en el desafío de 
resolver un problema, que incluya un trabajo exploratorio, la elaboración de conjeturas 
basadas en propiedades, conceptos y relaciones estudiadas, la formulación de argumentos, 
sostenerlos y ser capaces de debatir, pero también de escuchar y entender las 
justificaciones de los otros, reconocer los propios errores y reestructurar sus ideas en pos 
del avance conceptual. 
La demostración es una herramienta central en la construcción de la matemática, plantear 
actividades donde se proponga la formulación de conjeturas contribuye a que los 
estudiantes se comprometan en buscar explicación por qué dicha conjetura es válida. 
Dalcín (2016) en su investigación sobre el desarrollo del pensamiento deductivo, en 
geometría plana, resalta la importancia de incluir en el currículo el trabajo en un ambiente de 
geometría dinámica. Sostiene que utilizar como herramienta un software de geometría 
dinámica diferenció notoriamente del trabajo con lápiz y papel en la medida que facilitó la 
evolución de los estudiantes desde la consideración de situaciones especiales a generales. 
Destacando que, el trabajo en un ambiente de geometría dinámica facilita la construcción de 
representaciones de los problemas, permitiendo la exploración empírica, donde el estudiante 
puede ir estableciendo relaciones entre sus observaciones y su inmediata verificación 
empírica, descartando conjeturas o reformulándolas. Así logra una fuerte seguridad acerca 
de la veracidad de una conjetura, condición esencial para la búsqueda de una justificación. 
Cabe resaltar que la manipulación tanto visual, táctil o manual, constituye la base sobre la 
que se asientan posteriores abstracciones, la misma caracteriza a la etapa de observación 
que todo aprendizaje geométrico debe presentar. Por este motivo se revaloriza el uso de 
material concreto, en virtud de las diferencias individuales que existen en el aula, lo cual 
hace  necesario desplegar un abanico de recursos. 
Por último se priorizará el trabajo en pequeños grupos para fomentar el trabajo cooperativo y 
potenciar la integración social como motor de avance cognitivo. 
 
c) Metodología  
Se detalla a continuación en qué consiste el modelo y método elegido para este proyecto.  
El Modelo de Van Hiele propone cinco niveles de entendimiento de la geometría dentro de 
los cuales el estudiante se mueve en forma secuencial desde el nivel básico, hasta niveles 
elevados de rigor. Los niveles de entendimiento que propone el modelo son los siguientes: 
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Como plantea Sadovsky (2005) �³�1�R�V�� �X�E�L�F�D�P�R�V�� �H�Q�� �X�Q�D�� �S�H�U�V�S�H�F�W�L�Y�D�� �V�H�J�~�Q�� �O�D�� �F�X�Dl la 
matemática es un producto cultural y social�  ́ (p. 22) por ese motivo se buscará crear un 
ambiente de reflexión que promueva la autoevaluación y búsqueda de autonomía, por parte 
de los estudiantes, en su proceso de aprendizaje. 
Como evaluación sumativa se propondrá a los estudiantes investigar y presentar el estudio 
de otra familia de poliedros. 
Con esta propuesta, se podría decir, que hay un primer acercamiento al nivel 5, según Van 
Hiele, en el sentido de que el nivel de abstracción alcanzado permite el trabajo con sistemas 
axiomáticos diversos (en este caso otra familia, con otra definición y otras regularidades) y la 
comparación entre los mismos. 
 
e) Desarrollo del tema Poliedros  
e.1) Primera etapa . Actividades  
Estas actividades han sido seleccionadas para consolidar en los estudiantes las 
capacidades de observar, describir, organizar, representar y clasificar figuras del espacio 
con la intención promover el pasaje a niveles de mayor y sucesiva complejidad de 
conceptualización geométrica.  
Exigen un nivel de razonamiento geométrico de nivel 1, 2 y 3 según el modelo Van Hiele.    
 
Actividad 1. A- La figura es una torre que tiene una altura de 4 cubitos. 
a. ¿Cuántos cubitos se utilizaron para realizar esta construcción?  
b. Dibuja una vista superior de este modelo.  
c. ¿Cuál es la menor cantidad de cubitos que es necesario agregar a la 

construcción para obtener un cubo? 
B- Se desea hacer una torre más simple siguiendo el siguiente modelo:  

a. ¿Cuántos cubitos son necesarios para construir una 
torre como está pero de 10 pisos? 
b. Busca regularidades y escribe una relación entre el 
número de pisos y de cubitos. 
c. Si la torre se construye con 111 cubitos, ¿cuántos 
pisos tendrá? 
 

Aportes del problema: Nivel 1 y 2- Reconocimiento y análisis.  
- Es una actividad que requiere visualizar y representar una figura tridimensional a partir 

de su representación en el plano. 
- Una posibilidad de involucrar otras competencias tales como: organización para 

realizar un conteo, búsqueda de regularidades y manejo algebraico.  
Comentarios:  
Las figuras elegidas pueden ser reproducidas con material concreto para explorar y verificar 
los resultados obtenidos.  
Mediante la búsqueda de regularidades se establece una conexión entre la geometría y el 
álgebra que más adelante se ampliará. Si el nivel del curso lo requiere se pueden plantear 
otras relaciones que implican un mayor nivel cognitivo para encontrar un patrón, como por 
ejemplo buscar regularidades entre el número de pisos y la cantidad de cubitos en la 
primera torre. 
 
Actividad 2. 
a. ¿Cuáles de las siguientes figuras representan un poliedro (en el libro Cuerpos con 
historia. Poliedros para experimentar. Volumen 2. (Dalcín, M., & Molfino, V., 2018, p. 19) se 
pueden encontrar más poliedros para clasificar)? ¿Cuáles de ellos son convexos?  
b. Identifica los poliedros de Platón. 
 
 
 
 

1 piso  

 
 

                                     
1 cubito                                      

2 pisos 
 

 

 
3 cubitos                                  

3 pisos 
 

 
5 cubitos 
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Definición 2. Se dice que una figura es convexa si en ella está incluido el segmento 
determinado por dos puntos cualesquiera de la misma. 
 
Definición 3. Se dice que dos figuras �	 y �	�• son congruentes cuando una de ellas puede 
obtenerse transformando la otra mediante un movimiento. 
 
Definición 4. Dados dos semiplanos �Ù y���Ú con un borde común �N, pero situados en planos 
distintos, llamamos ángulo diedro convexo al conjunto de puntos comunes a los 
semiespacios limitados por los planos �Ù y���Ú, que contienen, respectivamente, los 
semiplanos �Ú y �Ù. 
La recta �N se llama arista del diedro y los semiplanos �Ù y �Ú se llaman caras del mismo. 
 
Definición 5. Dadas tres semirrectas �=�á�>�á�? no coplanarias de origen común �1, llamamos 
ángulo triedro convexo al conjunto de puntos comunes a los semiespacios limitados por los 
planos �:�=�á�>�;�á�:�>�á�?�;�á��(�?�á�=�; y que contiene la semirrecta restante. 
Estas semirrectas son las aristas de triedro, los ángulos convexos que cada dos de ellas 
determinan se llaman caras del triedro y el origen común de todas ellas se llama vértice del 
triedro. 
 
Propiedad 1. Toda cara de un triedro es menor que la suma de las otras dos. (En un ángulo 
triedro las caras del ángulo son ángulos, por eso, haciendo abuso del lenguaje se di�F�H���³�7�R�G�D��
�F�D�U�D�´���\���Q�R���³�7�R�G�R���i�Q�J�X�O�R���G�H���X�Q�D���F�D�U�D�´��) 
Hipótesis: �8�=�>�?
â  triedro, �=�>
â  es la mayor de las caras �œ  Tesis: �=�>
â 
O�>�?
â 
E���?�=
Þ 
Demostración: En la cara  �=�>
â  se traza la semirrecta �8�@ interior a �=�>
â  tal que 
�=�?
Þ 
L �=�@
â ��(1).Trazo �#�á�$ y �& tal que �# �Ð�=, �$ �Ð�> y �#�$�ê�8�@
L �<�&�=. Trazo �%�Ð�? 
tal que �8�&
$
$
$
$
L �8�%
$
$
$
$��(2).  
Por 1, 2 y sabiendo que es  �8�# segmento común�����œ���������������������������������������������������� �œ�#�&
$
$
$
$
L �#�%
$
$
$
$   
En        se cumple que:  �#�$
$
$
$
$
O�#�%
$
$
$
$
E�$�%
$
$
$
$�œ�#�$
$
$
$
$
F�#�%
$
$
$
$
O�$�%
$
$
$
$�œ�&�$
$
$
$
$
O�$�%
$
$
$
$�œ�@�>
â 
O�>�?
â �œ 
 �:�•�—�•�‘���?�=
Ý�;  �@�>
â 
E���?�=
Þ 
O�>�?
â 
E�?�=
Þ �����œ�=�>
â 
O�>�?
â 
E���?�=
Þ  
 
Propiedad 2. En todo triedro la suma de sus tres caras es menor que cuatro ángulos rectos. 
Hipótesis: �8�=�>�?
â  triedro, �=�>�á
â  �>�?
â  y �=�?
Þ son caras  �œ������Tesis: �=�>
â 
E�>�?
â 
E���=�?
Þ 
O�v�4  
Demostración: Sea �=�² la semirrecta opuesta de �=. Como �=�á�> y �? no son 
coplanares���œ  �=�²�á�> y �? no son coplanares���œ �8�=�²�>�?
ã  triedro 
Por propiedad anterior �>�?
â 
O�>�=�²
â 
E�?�=�²
â �:�•�—�•�‘���=�>
Ý
E �=�?
Ý�; �œ���=�>
â 
E�=�?
Þ 
E�>�?
â 
O�=�>
â 
E�=�?
Þ 
E
�>�=�²
â 
E�?�=�²
â �œ (�=�>
â 
E�>�=�²
â 
L �t�4���U���=�?
Þ 
E�?�=�²
â 
L �t�� ) �=�>
â 
E�>�?
â 
E���=�?
Þ 
O�t�4 
E�t�4 �œ�=�>
â 
E�>�?
â 
E���=�?
Þ 
O�v�4 
 
Definición 6. Dadas en un orden varias semirrectas de origen común; tales que el plano 
determinado por cada dos consecutivas deja a las demás en un mismo semiespacio, el 
conjunto de los puntos comunes a todos estos semiespacios se llama ángulo poliedro 
convexo. 
 
En todo ángulo poliedro convexo se cumplen las propiedades demostradas para las caras 
de un triedro: 
 
Propiedad 3. En todo ángulo poliedro convexo una cara es menor que la suma de las 
restantes. (Una posible demostración en el libro: Curso de Geometría Métrica. 
Fundamentos. (Puig Adam, 1986, p. 273)) 
 
Propiedad 4. En todo ángulo poliedro  convexo la suma de sus caras es menor que cuatro 
ángulos rectos. (Una posible demostración en el libro: Curso de Geometría Métrica. 
Fundamentos. (Puig Adam, 1986, p. 273)) 
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- Los lados del triángulo equilátero pequeño son de la misma longitud que el lado 
menor del triángulo isósceles y los lados menores del triángulo isósceles rectángulo. 

- Los lados del triángulo equilátero mayor tienen la misma longitud que los lados 
mayores del triángulo isósceles y del lado mayor del triángulo isósceles rectángulo. 

¿Cuántos tetraedros diferentes puedes hacer? Busca la forma de asegurar de que se han 
encontrado todas las soluciones. (Actividad adaptada de NRICH, Universidad de Cambridge, 
2017) 
 
Aportes del problema: Nivel 2 y 3 �± Análisis y clasificación. 

- Implica un pensamiento y visualización sistemática, y búsqueda de estrategias de 
organización para poder obtener todas las soluciones.  

- Requiere utilizar material concreto, ya sea con figuras de Polydron o de cartón,  para 
abordar un problema matemático.  

Comentarios: 
�³Se ha dicho que la mejor forma de aprender sobre los poliedros es construirlos y después, 
observarlos, compararlos, transformarlos y modificarlos.�´�����*�X�L�O�O�p�Q���6�R�O�H�U�����������������S������������ 
Este problema presenta soluciones que pueden fomentar la discusión sobre la igualdad de 
figuras y reta la idea errónea de que todos los tetraedros son regulares.  
 
Resolución: 

- Estrategias didácticas 
Solicitar, a los estudiantes, que se dispongan a trabajar en grupos pequeños, entregar uno 
de cada tipo de triángulo y luego proponer que piensen una lista de observaciones que son 
matemáticamente más importantes, ya sea considerando cada triángulo individualmente o 
cuando se comparan entre sí. 
Realizar una breve puesta en común de las ideas, dónde tendría que aparecer. 
�x Dos son isósceles y los otros dos son equiláteros. 
�x Un triángulo tiene un ángulo recto 
�x Los triángulos tienen lados de sólo dos longitudes posibles. 
Entregar más triángulos e invitar a los estudiantes a construir un tetraedro. Esta tarea puede 
resultar en la necesidad de discutir qué es un tetraedro y que un tetraedro se puede hacer a 
partir de triángulos que no son equiláteros.  

- Preguntas claves (según método de resolución de problemas): 
Si tomas uno de cada uno de los triángulos, ¿es posible hacer un tetraedro y cómo lo 
sabes? 
¿Tienes un enfoque sistemático para encontrar todos los diferentes tetraedros?  
¿Cómo estás registrando tus soluciones? 
¿Cómo sabes que has probado todas las formas posibles de unir los mismos cuatro 
triángulos? 

- Posible sugerencia. 
Trabaja con dos y luego con tres tipos diferentes de triángulos para establecer un enfoque 
sistemático. 
 
Solución 
Se muestran algunos caminos de resolución sistemáticos que pueden mostrar un argumento 
convincente de que se tienen todas las posibilidades 
1) Tabulando todas las posibilidades y probando (ver Figura 2). 
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Parte 2. Relaciones entre sus elementos: Caras vértices y aristas  
 
Actividad 1. a. Observa y completa la siguiente tabla con el número de caras, vértices y 
aristas de cada poliedro regular. Utiliza un applet de GeoGebra (utilizar applet en 
GeoGebraTube: https://ggbm.at/fM6GQK2c), fichas Polydron o cuerpos sólidos. 
 

 
 
 
 
 

b. Verifica que������ 
E�� 
L �� 
E�t 
c. Inténtalo con otros poliedros convexos. 
 
Aportes del problema: Nivel 2, 3 y 4 �± Análisis, clasificación y deducción. 

- Es una actividad que requiere organización, para el conteo, y verificación de una 
relación. 

- Valorar diferentes recursos para resolver una actividad.  
Comentarios:  
Esta relación la cumplen todos los poliedros convexos y recibe el nombre de Relación de 
Euler. La cantidad de figuras que cumplen la definición de poliedro convexo es tan grande 
que parece increíble que compartan una relación en común, este hecho hace que la fórmula 
de Euler sea considerada una maravilla matemática. 
A través de algunos ejemplos se pasará a su demostración, ya que la misma es necesaria 
para justificaciones posteriores (ver Teorema 1). 
 
Actividad 2. Teniendo en cuenta las dos condiciones básicas para que se forme un poliedro: 

- En un vértice de un ángulo poliedro han de concurrir tres o más caras.     
- La suma de las caras de un ángulo poliedro ha de ser menor que 360 grados. 

Razona por qué sólo hay 5 poliedros regulares. 
 
Aportes del problema: Nivel 3 y 4 �± Clasificación y deducción 

- Mostrar a través de una búsqueda sistemática y prueba, la existencia de cinco 
poliedros regulares. 

Comentarios: 
Ver Sistematizando la búsqueda de poliedros regulares, en la segunda etapa del Marco 
Teórico 
 
Actividad 3. Busquemos nuevas relaciones. 
a. ¿Existe alguna relación entre el número de caras del poliedro regular y el número de 

lados del polígono de sus caras con respecto al número de aristas? 
 
 Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro 
Caras (C)      
Nº de lados del polígono (n)      
Arista (A)      
b. En caso de ser así, ¿esta relación se puede extender a otro tipo de poliedro? Justifica.   

 
Actividad 4. 
a. ¿Existe alguna relación entre el número de caras del Poliedro regular, el número de 

lados del polígono de sus caras y el número de caras que concurren al vértice con 
respecto al número vértices del poliedro? 
 
 

 Tetraedro Cubo  Octaedro  Dodecaedro Icosaedro 
Caras (C)      
Vértice (V)      
Arista (A)       
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Sustituyendo estas tres últimas igualdades en la afirmación anterior �N�5 
E�R�5 
L �=�5 
E�t se 
obtiene que, �:�N�6 
F �s�; 
E�:�R�6 
F �R�²�; 
L �:�=�6 
F�=�²�; 
E�t�á����y considerando que �=�²
L �R�²
E�s, se cumplirá 
que �N�6 
E�R�6 
L �=�6 
E�t 
Al repetir el razonamiento �J veces, dividiendo en forma análoga, las regiones obtenidas, 
hasta conseguir que cada región sea una cara, la igualdad �N�á 
E�R�á 
L �=�á 
E�t , se seguirá 
cumpliendo, y por lo tanto se verificará la tesis  �?
E���R
L �=
E�t 
Los poliedros convexos también reciben el nombre de poliedros Eulerianos. 
 
Sistematizando la búsqueda de poliedros regulares  
Si las caras del poliedro son triángulos equiláteros (cuyos ángulos son de 60º), en cada 
vértice pueden concurrir tres, cuatro o cinco, pero no más, pues seis ángulos de 60º suman 
cuatro ángulos rectos y no se forman vértices porque quedan planos (prop. 2). Si en cada 
vértice se juntan tres triángulos , se obtiene un tetraedro, con cuatro un octaedro y con cinco 
un icosaedro. 
Si las caras son cuadrados (cuyos ángulos son de 90º), sólo tres de ellos pueden concurrir 
en un vértice para que su suma sea menor a 360º (prop. 2),  resultando el cubo. Porque con 
cuatro cuadrados no se forma un ángulo poliedro convexo y con un número mayor de 
cuadrados no pueden concurrir en un vértice. 
La última posibilidad es considerar pentágonos regulares (cuyos ángulo son de 108º), sólo 
tres de ellos pueden concurrir en un vértice dando lugar al dodecaedro. Con hexágonos 
regulares (cuyos ángulo son de 120º) no se puede formar un ángulo poliedro ya que deben 
concurrir por lo menos tres en cada vértice y la suma de los ángulos de las caras sería de 
360º. 
También se superan los 360º con poligonos regulares de siete o más lados. 
En resumen sólo pueden ser poliedros regulares: el tetraedro, el octaedro y el icosaedro, de 
caras triangulares; el cubo, de caras cuadradas, y el dodecaedro, de caras pentagonales.  
Pero hasta aquí no hemos demostrando su existencia efectiva sino probado la imposibilidad 
de otros poliedros regulares convexos, para ello es necesario construirlos uno por uno.  
 
Teorema 2. Existencia de cinco tipos de poliedros de Platón.  
Demostración: Considerando un poliedro de Platón con �% caras, �8 vértices, �# aristas; cada 
cara tiene �J lados y los vértices son de orden �I . Entonces �I 
R�u; y �J 
R�u, y además: 

i. �%��
E���8��
L ���#��
E���t. La relación de Euler se cumple ya que son poliedros convexos. 

ii.   
�´�ä�Ù

�6
  Ya que cada cara tiene���J aristas (todos los polígonos tienen �J lados) y cada         

arista pertenece a dos caras, por tanto se cuentan dos veces.    

iii. �8 
L 
�´�ä�Ù��

�à
�� Ya que cada vértice de un poliedro concurren �I  vértices de las caras, cada 

vértice vale para �J caras.  

De la igualdad ii. se tiene que �%
L  
�.�²

�á
 , y de sustituir  ii. en iii. se obtiene que �8 
L 

�. �² ��

�à
 . 

Sustituyendo ambas igualdades en la relación de Euler se obtiene que 
�.�²

�á

E

�.�² ��

�à
 
L ���#��
E���t, 

operando y reordenando se llega a la expresión: 
iv.  �:�t�I 
E�t�J
F �I�J �;�# 
L �t�I�J . De lo que sigue que �t�I 
E�t�J
F �I�J  debe ser positivo; es  

decir: �t�I 
E�t�J
F�I�J 
P �r siendo equivalente a expresar que �:�I 
F�t�;�:�J
F�t�; 
O�v.  
Esta última expresión reduce considerablemente las posibilidades para �I  y �J siendo las 
únicas: �:�u�á�u�;, �:�u�á�v�;,���:�u�á�w�;,���:�v�á�u�; y���:�w�á�u�; que corresponden a vértices de orden 3 y caras 
triángulos, cuadriláteros o pentágonos, vértices de orden 4 y sus caras triángulos, vértices 
de orden 5 y caras triángulos. Queda demostrado que solo hay cinco tipos de poliedros de 

Platón. Sustituyendo y operando iv. en ii. se obtiene que  �%
L 
�0�Ù

�6�:�à �>�á�;�?�à�á
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Sería aplicado a estudiantes de magisterio, para luego realizar entrevistas con los casos 
más interesantes que se observen. 
 
g) A modo de cierre  
Con este trabajo se pretendió mostrar un posible camino para abordar los Poliedros. Aunque 
se recorre una mínima porción del tema, se expone un lineamiento con la esperanza de que 
un futuro docente afronte el desafío de continuarlo o, mejor aún, crear el suyo propio. 
Mediante un planteo de resolución de problemas, se invita al estudiante a pensar y a ser 
protagonista de sus propias deducciones. Para de esta manera, fomentar el gusto e interés 
por la Geometría, el cual será trasmitido posteriormente a sus futuros estudiantes. 
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Poliedros  
Jeannine Maufinet 

 
Aspectos disciplinarios  
Los poliedros han sido estudiados y empleados desde la antigüedad, uniendo la ciencia y la 
estética y relacionándolos con entidades cósmicas en un intento de explicar el universo. Hay 
hallazgos de piedras talladas que datan del neolítico (aproximadamente 2000 a.C.). Euclides 
trata acerca de la construcción de los cinco poliedros regulares en el libro XIII de su obra 
“Elementos” (300 a.C.). Posteriormente el astrónomo Kepler sistematizó y matematizó el 
conocimiento que había en su época acerca de los poliedros. Kepler tenía la creencia de 
que la ciencia permite un mejor conocimiento del universo, creado por Dios según un plan 
matemático. 

Con impulsos religiosos similares o diferentes, o sin ellos, lo cierto es que los 
científicos, siguiendo la pauta marcada por la asociación de poliedros a 
entidades cósmicas, continúan intentando explicar la forma del universo 
utilizando modelos, conceptos y teorías previamente desarrollados en 
Matemáticas. (Extremiana, Hernández, & Rivas, 2001) 

 
Los poliedros modelizan  varios objetos que atañen a distintas ciencias. Por ejemplo, 
Extremiana, Hernández y Rivas mencionan su presencia en los cristales de varias 
sustancias: el cubo en los cristales de sal común, el tetraedro en los del sodio 
sulfantinomiato, el octaedreo en el alumbre de cromo y el dodecaedro en los de la pirita.  
Esto implica que los poliedros se empleen en temas cristalográficos relacionados con la 
geología y la química. También hay muchas investigaciones con estas estructuras en el 
campo de la biología, química y física nuclear. 
Los poliedros se pueden ubicar dentro de una estructura más amplia, la de los politopos.  
Según Coexeter (1953) los politopos son figuras geométricas limitadas por semirrectas, 
semiplanos o semihiperplanos. Desde este punto de vista, en dimensión uno serían 
segmentos, en dos dimensiones serían polígonos y en tres poliedros. Otra forma de 
definirlos sería como una región compacta en �9�J definida por la intersección de 
semiespacios. 
Enmarcados dentro de la topología algebraica, Extremiana, Hernández, & Rivas (2001) 
mencionan también que se puede usar la palabra poliedro o estructura poliedral para 
nombrar espacios construidos con piezas sencillas denominadas celdas de diversas 
dimensiones que son copias topológicas de discos correspondientes a la dimensión. Se 
forman partiendo de un espacio discreto de puntos (0-celdas) al que se le va pegando 
sucesivamente un conjunto de celdas (eventualmente vacío) de dimensión cada vez mayor, 
por los bordes de estas. Pueden tener un número finito o infinito de piezas (dimensión finita 
o infinita).  
Moebius define los poliedros de una forma general como un conjunto de polígonos con la 
propiedad de que cada lado de estos polígonos es lado de exactamente otro polígono del 
sistema. Se observa que esta definición habilita los poliedros infinitos. Coxeter (1953) usa 
una definición equivalente e incluye al “dihedron” dentro de los poliedros, cuyas caras son 
dos polígonos coincidentes. 
A continuación se proporciona la definición de un libro sugerido en Geometría I del IPA:  
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�x Los sólidos arquimedianos son poliedros convexos de vértices uniformes cuyas caras son 
polígonos regulares.  

�x Los sólidos de Catalán son poliedros que tienen todas las caras iguales, pero no son 
polígonos regulares. 

�x Los sólidos de Kepler-Poinsot son poliedros regulares no convexos. 

�x Los prismas son poliedros con dos caras que son polígonos iguales incluidos en planos 
paralelos y cuyas caras laterales son paralelogramos. Si los polígonos iguales de un 
prisma son paralelogramos lo llamaremos paralelepípedo.  

�x Un antiprisma es un poliedro con dos caras iguales paralelas denominadas bases, pero a 
diferencia del prisma, están giradas y reunidas por medio de triángulos. Las caras 
laterales son triángulos que unen dos vértices consecutivos de una base con el vértice 
correspondiente de la otra.  

�x Una pirámide es un poliedro cuyas caras están formadas por un polígono cualquiera 
(denominado base) y por triángulos con un vértice común (denominados caras laterales). 

�x Un deltaedro es un poliedro cuyas caras son triángulos equiláteros iguales.   

�x Las bipirámides son poliedros formados por las caras laterales de dos pirámides que 
tienen la misma base.  

�x Los sólidos de Johnson son poliedros convexos cuyas caras son polígonos regulares 
cuyos vértices no son uniformes. 

�x Los zonoedros son poliedros en los que cada cara tiene un centro de simetría. 
Ahora presentaremos un resultado muy importante que cumplen los poliedros convexos, el 

Teorema de Euler: 
En todo poliedro convexo la suma del número c de caras más el número v de vértices 

excede en dos al número a de aristas. 
c+v=a+2  
Veamos la demostración: (Las imágenes están realizadas 

con GeoGebra) 
Para demostrar este teorema proyectaremos el poliedro 

ortogonalmente sobre un plano �D que verifique:  

�x �D no es perpendicular a ninguna de las caras del 
poliedro  

�x No existen dos vértices del poliedro que tengan la 
misma proyección  

Como el poliedro tiene una cantidad finita de caras, 
vértices y aristas siempre es posible encontrar un 

plano �D en estas condiciones. Considerando el 
conjunto de puntos de las proyecciones del conjunto 
de vértices del poliedro podemos tomar el menor 
polígono P convexo que contiene todos estos puntos, 
ya sea en sus lados o en su interior. Podemos dividir los puntos de 
P en dos partes: los del “borde” y los “interiores”. Los del borde 
serían los de los lados de dichos polígonos y los interiores serían 
los interiores al polígono.  

La suma S de los ángulos interiores de las caras del poliedro va a ser 
igual a la suma de los ángulos interiores de sus proyecciones. Si 
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son triángulos equiláteros. En el siglo XIX se descubrieron 57 nuevos y en el siglo XX 
Coxeter y Miller descubrieron otros 12 a través de un estudio sistemático. 
En primer lugar nos referiremos a los poliedros convexos regulares, también denominados 
sólidos platónicos, cuyo papel a lo largo de la historia ha sido muy relevante desde el punto 
de vista filosófico, científico, artístico y hasta lúdico. Fueron conocidos por los antiguos 
egipcios, empleando el cubo, el octaedro y el tetraedro en la arquitectura, además de que se 
sospecha que usaron el icosaedro como dado.  
En el libro XIII de los “Elementos” de Euclides se detalla la construcción de los cinco 
poliedros regulares a los cuales se les atribuyen los elementos fundamentales que, según se 
concebía, constituyen el universo: átomos de agua, aire, fuego y tierra. Estos elementos 
tienen la característica de tener profundidad por lo que no pueden ser concebidos como 
planos. Al dodecaedro se le asigna la forma que envuelve el universo. De este modo la 
belleza de los poliedros se basa en su significación filosófica. 
Estas concepciones 

contienen tres principios que han tenido y tienen gran importancia en el 
desarrollo de la ciencia: Unión entre ciencia y belleza, aplicación de objetos y 
reglas matemáticas conocidas a entidades o procesos desconocidos (asociación 
de los poliedros a entidades cósmicas) y construcción de la complejidad a partir 
de elementos simples. (Extremiana, Hernández, & Rivas, 2001) 

Los poliedros convexos regulares son: 

�x Tetraedro regular: Tiene cuatro caras que son triángulos equiláteros. En cada vértice 
concurren tres de estos triángulos. 

�x Cubo o hexaedro: Tiene seis caras cuadradas. En cada vértice concurren tres caras. 
�x Octaedro regular: Tiene como caras ocho triángulos equiláteros. En cada vértice 

concurren cuatro.  

�x Dodecaedro regular: Tiene doce caras que son pentágonos regulares, en cada vértice se 
agrupan tres. 

�x Icosaedro regular: Sus caras son veinte triángulos equiláteros, en cada vértice se 
intersecan cinco. 

A continuación veremos que no existen más de cinco. Este resultado fue demostrado por 
Euclides basado en las ideas que se desarrollan a continuación. 
Para poder formar un ángulo poliedro convexo, es necesario que la suma de las caras sea 
inferior a 360°. Las caras de los poliedros deben ser polígonos regulares.  
Considerando el triángulo equilátero, podríamos tener tres, cuatro o cinco caras por vértice, 
obteniendo el tetraedro, octaedro o icosaedro regulares respectivamente. No podríamos 
superar las cinco caras ya que la suma de las mismas alcanzaría o superaría los 360°. 
Teniendo en cuenta el cuadrado, podríamos tener tres caras por vértice que sería el caso 
del cubo. No podríamos tener más de tres caras por vértice ya que la suma de las caras no 
sería inferior a 360°. 
En el caso del pentágono regular, solo podrían concurrir tres caras por vértice obteniendo el 
dodecaedro regular. 
Si consideramos un polígono de seis o más lados, como en cada vértice deben concurrir por 
lo menos tres caras la suma de las caras no sería inferior a 360°. De aquí deducimos que no 
puede haber más poliedros regulares. 
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Otra clase de poliedros uniformes es la de los antiprismas cuyas caras laterales son 
triángulos equiláteros y las bases polígonos regulares. También tenemos el caso de los 
prismas cuyas bases son polígonos regulares y las caras laterales cuadrados. En ambos 
casos tenemos infinitas posibilidades para las bases por lo que hay infinitos antiprismas y 
prismas que son poliedros uniformes. 
Hasta este momento nos referimos a poliedros uniformes convexos. A continuación veremos 
una clase de poliedros no convexos hallados por Kepler y Poinsot. 
Los poliedros de Kepler-Poinsot se construyen a partir de polígonos regulares estrellados, 
que son polígonos no convexos que se 
obtienen prolongando los lados de los 
polígonos regulares hasta que se 
intersequen. Kepler aplicó este 
proceso a los sólidos platónicos, sin 
éxito en el tetraedro, el cubo y el 
octaedro ya que al prolongar sus 
aristas estas no se intersecan. Pero en 
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que tenemos 15 y en el tercero contamos con 10 pares de vértices opuestos y  2x10 casos. 
En total el grupo tiene 24+15+20+1=60 elementos. 
En el caso de los grupos de simetría de rotación del octaedro y el icosaedro coinciden con 
los del cubo y del dodecaedro respectivamente por ser sus duales. Nótese que al ser el 
octaedro el dual del cubo, los vértices del octaedro son centros de las caras del cubo y se 
puede ver que los ejes de simetría del cubo son los mismos que los del octaedro y además 
los ejes de simetría del cubo lo son del octaedro. Con un razonamiento análogo se observa 
que el grupo de simetría de rotación del icosaedro es el mismo que el del dodecaedro. En 
realidad esto es cierto para los duales, en el caso del tetraedro su dual es otro tetraedro y en 
ese caso se llama bidual.  
En conclusión tenemos tres grupos de simetrías de rotaciones de los poliedros regulares: el 
tetraedral, el octaedral y el icosaedral. 
 
Aspectos didácticos  
En un abordaje netamente formal de la Matemática se eliminan los indicios de la actividad 
humana que las produjo. Por este motivo el conocimiento de la génesis o el proceso de 
construcción de la geometría es un aporte importante en los futuros docentes.  
“Un estudio histórico-epistemológico que dé cuenta de la génesis, evolución y consolidación 
de un concepto matemático en el marco de unas condiciones socioculturales, contribuye a 
un conocimiento del concepto matemático que trasciende los meros procesos algorítmicos.” 
(Ancona, 2003) 
Los antiguos griegos enfatizaron el razonamiento lógico a la aplicabilidad. Esto se debe al 
descubrimiento pitagórico de los inconmensurables y la inquietud que provocaron en el 
mundo griego las paradojas de Zenón, dejando como consecuencia el horror al infinito que 
“paralizó parcialmente su imaginación creadora, que pasó a segundo plano, a la sombra del 
supremo rigor lógico impuesto por la escuela platónica, cuyo mayor exponente es la 
enciclopédica obra de Los Elementos de Euclides.” (González Urbaneja, 1991) 
En la década de 1930 comenzaron a aparecer una serie de textos de matemática del grupo 
“Bourbaki” que se caracterizó por reorganizar el conocimiento matemático basándose en el 
rigor y la lógica. Este enfoque deja de lado el proceso de creación del conocimiento y tiene 
grandes implicancias en la enseñanza de la Matemática y la Geometría. El alumno recibe el 
conocimiento en forma lógica y estructurada, las demostraciones se presentan en forma 
impecable y de un modo muy diferente a su forma de pensar.  

La exclusiva interpretación deductiva tiene negativas consecuencias sobre los 
estudiantes que se sienten engañados al hacerles creer que las Matemáticas 
han sido creadas por grandes genios que comenzaban con los axiomas y por vía 
exclusivamente lógica obtenían los teoremas y su demostración impecable. El 
estudiante, que naturalmente no puede funcionar de esta manera se llega a 
sentir humillado, acomplejado y desconcertado. (González Urbaneja, 1991) 

 
Considerando la gestión en la clase, es importante tener en cuenta lo que menciona 
Zaslavsky (1995) donde afirma que las concepciones acerca de cómo enseñar están 
fuertemente influenciadas en la forma en cómo aprendió el docente la asignatura y los 
estándares de la NTCM (National Council of Teachers of Mathematics, 1991) sugieren que 
la mayoría de los profesores de Matemática deberían enseñar de una forma diferente a la 
que aprendieron como estudiantes. Por este motivo considero que es importante tener en 
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futuros docentes, ya sean de primaria como de secundaria. También afirma que muchos de 
los temas pueden ser entendidos en distintos niveles y a distinto nivel y que hay que 
respetar este hecho y utilizarlo. 
Un aspecto interesante en el análisis de los poliedros es que trabajamos en el espacio. De 
acuerdo con Izcovich (2018), el estudio del espacio implica un conjunto de conocimientos 
que son necesarios para el dominio de las relaciones espaciales, tales como la orientación 
en el espacio, la ubicación de los objetos y la comunicación de sus posiciones, la 
organización de los desplazamientos y la elaboración e interpretación de representaciones 
planas de los objetos. Muchos de estos conocimientos son adquiridos fuera de las 
instituciones educativas, pero estos aprendizajes informales no son suficientes para resolver 
muchas situaciones espaciales (interpretar un plano, establecer puntos de referencia para 
poder ubicarse, etc).  
Varios autores manifiestan que es conveniente que la enseñanza de la Geometría comience 
por el espacio. Por ejemplo, Freudenthal manifiesta la conveniencia de iniciar la enseñanza 
de la Geometría a partir de los sólidos basándose en que el espacio con los sólidos es más 
concreto que el plano con sus figuras. Además, el espacio es más intuitivo y facilitador de 
las actividades creativas. También manifiesta lo peligroso que es priorizar el estudio de la 
geometría plana en desmedro de la espacial, ya que la imaginación espacial se va 
perdiendo con la sobreejercitación de la geometría plana. 
A continuación veremos algunas dificultades que se presentan en el aprendizaje de la 
Geometría. 
Con frecuencia la Geometría del espacio es considerada por los docentes de enseñanza 
media como uno de los temas menos prioritarios provocando que nuestros estudiantes de 
formación docente tengan poca aproximación al conocimiento de las propiedades de los 
sólidos.  
La familiaridad con los objetos geométricos influye en las tareas de identificación. Nos 
referiremos a continuación a las dificultades que describe Guillén (2000). La autora cita el 
trabajo de Hershkowitz, quien indica que para describir el desarrollo cognitivo de los 
alumnos en relación con sus imágenes, es necesario considerar lo que llama el “fenómeno 
prototípico”, los “juicios prototípicos” y los “rasgos analíticos”. Los ejemplos prototipo son los 
que existen en la imagen del concepto en la mayoría de los estudiantes y son los primeros 
que se logran. Los ejemplos prototípicos son usados por los estudiantes para realizar juicios 
prototípicos y determinar si una representación es un ejemplo de un concepto o no lo es. 
Hershkowitz también manifiesta que hay evidencia de que en la construcción de la imagen 
de un concepto se combinan procesos visuales y analíticos y que el fenómeno prototipo y 
los juicios prototípicos derivan de procesos visuales. Por este motivo los atributos 
irrelevantes actúan como distractores ya que tienen una fuerte componente visual.  
Las representaciones físicas intervienen en la percepción de los objetos y por consiguiente 
en las tareas de clasificación. Hershkowitz deduce de sus investigaciones que hay diferentes 
patrones de ideas erróneas dentro de la misma población: las ideas erróneas que los 
alumnos resisten a abandonar persistiendo en cursos siguientes, las ideas erróneas que los 
estudiantes corrigen con la adquisición de un concepto y las ideas erróneas que se 
incrementan con el aprendizaje de un concepto.  
La posición de los objetos geométricos influye en su identificación. Hay distractores de 
orientación y distractores de configuración. Los primeros se refieren, por ejemplo, a que la 
imagen de un triángulo rectángulo podría incluir sólo aquellos con los catetos en posiciones 
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instancia con modelos y desarrollos de poliedros y en el momento en el que sea necesario 
realizar representaciones planas explicitar las reglas de las representaciones en perspectiva. 
También debemos considerar que los trabajos de representación y construcción de sólidos 
implican el análisis de las propiedades de paralelismo y ortogonalidad que tienen los 
cuerpos por lo que es muy importante incluirlos en la formación de futuros docentes. 
Hay que tener en cuenta las ideas erróneas de cara, arista y vértice que provienen de las 
representaciones físicas. Guillén (2000) observa que en los modelos en los que las aristas 
se arman con varillas unidas por bolitas, en los casos en los que una arista está armada por 
más de una varilla algunos estudiantes confunden las bolitas que unen las varillas con 
vértices y cada varilla con aristas. También menciona modelos armados con materiales 
comerciales en los que se arma una cara con varios polígonos, los estudiantes con 
frecuencia confunden cada polígono con una cara, especialmente cuando los polígonos 
tienen distintos colores. En el caso de estudiantes de formación docente explicitar estas 
dificultades puede ayudar a una mejor comprensión de los conceptos cara, polígono, arista y 
vértice. 
Se debe lograr que los estudiantes incluyan en el objeto mental correspondiente todos los 
ejemplos de la familia de poliedros y no dependan de las posiciones prototipo evitando así 
las concepciones erróneas que se deriven de ellas. Para ello es importante trabajar con una 
amplia variedad de ejemplos. Luego el docente debe buscar estrategias que  enfaticen de 
los atributos críticos, una estrategia posible sería trabajar con secuencias que incluyan 
variedad de ejemplos y no ejemplos. Según Zodik & Zaslavsky (2007), para el aprendizaje 
un concepto geométrico figural se recomienda trabajar con variedad de ejemplos que 
difieran en sus atributos no críticos y no limitarse a los ejemplos prototípicos. También 
advierten que los ejemplos pueden facilitar o impedir el aprendizaje de los estudiantes. En el 
artículo citado se muestran ejemplos donde las representaciones de un problema guían al 
estudiante ayudándolo y otros en los que una figura prototípica es un obstáculo para 
visualizar lo importante. Es importante tener estos aspectos en cuenta en la planificación de 
nuestras clases 
Con respecto a la evaluación, la metodología de trabajo analizada no es compatible con una 
evaluación que valore si un estudiante logra resolver adecuadamente los ejercicios que 
plantea un libro de texto. Por ese motivo se busca emplearla para identificar dificultades y 
valorar los progresos en los aprendizajes de los estudiantes.  Se propone una evaluación 
formativa con objetivos que atañen tanto al estudiante como al docente. Desde la 
perspectiva del estudiante se busca ayudarlo a identificar sus fortalezas y debilidades y los 
aspectos que deben mejorar. Con respecto al docente, el objetivo es realizar los ajustes 
necesarios a nuestra propuesta educativa.  
 
Proyección en líneas de investigación  
Cuando representamos un sólido en una hoja de papel tenemos el inconveniente de 
representar un objeto tridimensional en dos dimensiones. Esto implica que debamos realizar 
una o más proyecciones, lo que conlleva necesariamente una pérdida de información. Por 
eso un tema que es de interés en la investigación relacionada con la geometría espacial es 
el de las representaciones planas de los sólidos y cómo inciden en la visualización. En 
particular, me parece interesante indagar acerca de: “Cómo interpretan los estudiantes de 
segundo año de Magisterio las representaciones planas de los poliedros en perspectiva 
caballera”.  
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Otra convención es que las líneas (en el caso de los poliedros serían las aristas) que no se 
ven se representan punteadas y las visibles con trazos continuos.  
Teniendo en cuenta las reglas de la perspectiva se pueden extraer las siguientes 
conclusiones:  

�x Si dos segmentos que representan dos rectas son secantes, entonces las rectas no son 
paralelas.  

�x Si tres puntos que representan tres puntos del espacio en el diseño no están alineados, 
entonces no están alineados.  

�x Si un punto A’ que representa a un punto A no es el baricentro de un sistema de puntos  
(A’i,ai) representantes de (Ai,ai) del espacio, entonces A no es el baricentro del sistema de 
puntos (Ai,ai).  

�x Si un punto está representado en el exterior de una cara de un sólido podemos concluir 
que no pertenece a esa cara. 

A continuación nos referiremos a dos investigaciones francesas relacionadas con las 
representaciones planas en perspectiva caballera de los sólidos: 
Parzysz (1989) investiga cómo los alumnos del nivel medio francés interpretan los diseños 
clásicos de la geometría del espacio que contienen planos, rectas y puntos en cuanto a sus 
posiciones relativas. Analiza los diseños habituales de los textos franceses concluyendo que 
son estereotipados y las convenciones acerca de las representaciones no están explícitas o 
difieren de un texto a otro. Indaga acerca de cómo los estudiantes decodifican estos diseños 
y cómo interactúan en la perspectiva caballera dos puntos de vista habituales: el “ver” y el 
“saber” que deriva del conocimiento de las propiedades que están en juego. Los resultados 
de su investigación evidencian la influencia de las convenciones y los diseños prototípicos 
en la lectura que hacen los estudiantes de las representaciones. 
Chaachoua (1997) basa su investigación en las convenciones y representaciones tipo 
utilizadas en la enseñanza, en particular se centra en la perspectiva caballera. Parte de dos 
hipótesis, en la primera enuncia que las representaciones pueden influir en las concepciones 
de los alumnos desencadenando interpretaciones ilícitas; en la segunda  plantea que  “Las 
convenciones en cuanto a la representación de la perspectiva caballera se convierten en 
reglas de interpretación de un dibujo en los alumnos”. En su trabajo analiza las reglas 
acerca de las representaciones en perspectiva caballera que se presentan en distintos 
textos a nivel medio franceses y concluye que hay una confusión entre las reglas de la 
perspectiva caballera y las convenciones. Además, sólo algunas reglas y convenciones son 
explicitadas y varían de un texto a otro. El interés de la investigación está en analizar las 
propiedades y relaciones geométricas que los alumnos deducen a partir de la 
representación de un objeto en perspectiva caballera. En particular el foco está en analizar 
las interpretaciones que subyacen a la lectura de un diseño que son consecuencia de los 
diseños prototípicos que se emplean de manera implícita en la enseñanza. En su 
investigación toma varios elementos de la de Parzysz pero incluye la variable “sólido” 
empleando los sólidos que se emplean con mayor frecuencia. Concluye que las 
representaciones adoptadas en la enseñanza van más allá de ilustrar una situación espacial 
transformándose en “reglas de interpretación”. Asimismo constata que las convenciones de 
representación de la perspectiva caballera se transforman en reglas de interpretación de un 
dibujo en los alumnos. Además destaca que los estudiantes usan en forma conjunta estas 
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Poliedros  
Leticia Medina 

 
Introducción  
Organizamos este proyecto en torno a tres ejes. Iniciamos con los aspectos disciplinarios 
vinculados a la geometría y al estudio de los poliedros. Posteriormente exponemos los 
aspectos didácticos de nuestra propuesta de enseñanza. Finalmente formulamos nuestra 
proyección en una línea de investigación. Las referencias bibliográficas de las tres secciones 
se adjuntan al final del documento.  
 
a) Aspectos disciplinarios  
Esta sección comienza con un análisis histórico epistemológico de la geometría. 
Posteriormente desarrolla algunos conceptos matemáticos vinculados a los poliedros. Por la 
extensión de este trabajo y teniendo en cuenta que nuestra propuesta didáctica se enfoca 
en la enseñanza de algunos aspectos de los poliedros a través del trabajo con poliedros 
regulares en la formación magisterial, nuestro desarrollo abarca solo aquellos conceptos 
matemáticos que se movilizan con esta propuesta. La sección finaliza con una breve 
reflexión sobre la importancia de enseñar geometría y abordar el estudio de los poliedros. 
 
a.1) Análisis histórico epistemológico  
Distintas civilizaciones y culturas han prestado atención a las formas y las regularidades, 
dando muestras de una capacidad inherente al ser humano de abstraer propiedades de los 
objetos que lo rodean, hasta el punto de construir un cuerpo organizado de conocimientos 
como la geometría. Los registros más antiguos de conocimientos geométricos se vinculan a 
la civilización egipcia; un problema concreto como medir y repartir tierras impulsó el 
desarrollo de un conjunto de reglas empíricas para calcular áreas y volúmenes. De una 
forma similar surgieron conocimientos geométricos en Mesopotamia; los babilonios también 
desarrollaron métodos para calcular el área del círculo, triángulo y trapecio y para calcular el 
volumen de un conjunto importante de cuerpos: prisma recto, cilindro, tronco de cono, 
pirámide cuadrangular truncada, entre otras. Si bien en un comienzo el conocimiento de 
estas cuestiones se limitó a su función utilitaria sin pretensiones de justificar su certeza, esta 
situación cambió drásticamente con la intervención de los griegos. La civilización griega se 
orientó a aumentar el conocimiento verdadero y reivindicó la geometría como un área del 
conocimiento privilegiada en la que las verdades pueden deducirse y validarse. Platón (V a. 
C.) impulsó la geometría como una vía de acceso para comprender el mundo físico 
imperfecto, a través del conocimiento de las formas ideales que lo modelan. La geometría se 
consideró una ventana a una realidad superior, perfecta, inmutable y eternamente cierta, 
convirtiéndose en el paradigma de la verdad. 
Aristóteles identificó que la riqueza de la geometría radicaba en su método de razonamiento 
deductivo y adaptó exitosamente este método a la física; la verdad y la certeza de la 
geometría se constituyeron en la base del pensamiento filosófico natural. Según Bursill-Hall 
(2002) esto podría haber llevado a Euclides a axiomatizar la geometría, convencido de que 
esta era el paradigma de la única verdad y que tenía que ser construida sobre una base 
demostrable, segura y cierta. En la obra Elementos escrita por Euclides surge �³la prueba� ́
como un término que garantiza de forma sólida e irrefutable la certeza de un enunciado, 
posicionando así a la geometría clásica, por los siguientes veinte siglos, como una ciencia 
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el ámbito en el que existen los objetos matemáticos. Olmedo señala que, si bien aún se 
observan repercusiones de este debate, la idea de llegar a un consenso sobre los 
fundamentos de la naturaleza del conocimiento matemático ha fracasado. Entendemos que 
cada una de estas corrientes filosóficas prioriza aspectos distintos de la naturaleza de las 
matemáticas y que estos enfoques resultan de interés por su complementariedad al ser 
tenidos en cuenta para abordar su enseñanza.  
Los párrafos anteriores dan cuenta de interconexiones entre la geometría y aspectos 
filosóficos, sociales, intelectuales y científicos de las sociedades que fueron construyendo 
nuestra historia. Ayudan a entender por qué los conocimientos geométricos, y matemáticos 
en general, son vistos tradicionalmente como verdades incuestionables e inmutables, y nos 
recuerdan que el papel pedagógico privilegiado que ha desempeñado la geometría se 
vincula al desarrollo del pensamiento ordenado y riguroso. Estos párrafos hacen foco en 
algunos resultados de un proceso y ayudan a entender por qué la geometría puede ser vista 
como alejada del mundo físico, tan perfecta que sería imposible que un simple mortal 
pudiera crearla. Sin embargo, es posible dar una mirada más profunda a los procesos de 
construcción de estos conocimientos, una mirada que haga foco en los procesos de 
pensamiento que involucra a una persona haciendo geometría, en los procesos de creación, 
de exploración e indagación, de búsqueda de alternativas, ejemplos, contraejemplos, de 
búsqueda de argumentos y justificaciones. Si tenemos en cuenta �O�R�V�� �D�S�R�U�W�H�V�� �G�H�� �³�K�D�F�H�U��
�J�H�R�P�H�W�U�t�D�´ al desarrollo del individuo como ser social y al desarrollo de los futuros docentes 
en particular, observamos que estos procesos son tan valiosos como el conjunto de 
conocimientos geométricos que hemos construido a lo largo de todos estos siglos.  
Guillén (2010) sugiere atender múltiples aspectos de la geometría escolar. Su aspecto 
creativo permite �L�Q�W�U�R�G�X�F�L�U���D�O���H�V�W�X�G�L�D�Q�W�H���H�Q���H�O���³�K�D�F�H�U���P�D�W�H�P�i�W�L�F�D�V�´����su aspecto lógico permite 
desarrollar el razonamiento lógico, la capacidad de describir, clasificar y organizar, aprender 
diferentes métodos de demostración y apreciar diferentes niveles de rigor en la prueba; su 
aspecto utilitario la realza como herramienta para modelizar la realidad; y finalmente su 
aspecto simbólico constituye una oportunidad de aproximarse al simbolismo geométrico, de 
un modo experimental y directo, a partir de problemas concretos que se simbolizan o 
manipulan. 
  
a.2) Conceptos matemáticos  
Los poliedros han estado ligados al origen y desarrollo de áreas fundamentales dentro del 
edificio matemático. Además de constituirse en un motor para el desarrollo de la geometría, 
han servido de inspiración para otras áreas como el álgebra, el análisis, la topología y la 
teoría de grafos. Los poliedros y en particular los poliedros regulares, han fascinado a 
muchas civilizaciones desde los pueblos neolíticos hasta nuestros días. Por sus especiales 
atributos geométricos y estéticos, los poliedros regulares han sido símbolo de la belleza 
ideal, fuente de inspiración y creación para artistas, filósofos, astrónomos, inventores y 
matemáticos.  
El sistema escolar uruguayo aborda el estudio de los poliedros en el contexto de la 
geometría euclidiana, razón por la que este trabajo adopta este enfoque. Comenzaremos 
estableciendo una definición de poliedro. A lo largo de la historia se han manejado múltiples 
definiciones, algunas designan al objeto matemático poliedro como una superficie, mientras 
que otras lo consideran como un cuerpo sólido. Puig Adam (1981), por ejemplo, comienza 
definiendo el concepto de superficie poliédrica convexa y a partir de ella define poliedro 
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si son todas regulares, si todas corresponden a un mismo tipo de polígono, su cantidad); 
aristas (si todas sus aristas unen dos polígonos iguales o del mismo tipo); vértices (cuántas 
aristas concurren en cada vértice y si este número se mantiene para todos los vértices); 
relaciones de paralelismo o perpendicularidad entre caras; inclinación respecto a una cara 
particular; cantidad o posición de los ejes de simetría; cantidad de diagonales del poliedro; 
ser inscriptible; relaciones de dualidad; tipos de ángulos poliédricos, etc.  
Además de los sólidos platónicos sobre los que trataremos en los siguientes párrafos, los 
poliedros convexos particulares que más difusión han tenido son los prismas y pirámides. 
No enunciaremos en este trabajo las definiciones de cada uno de estos poliedros, para ello 
basta remitirse por ejemplo a Moise y Downs (1986).  
Continuando con una mirada de lo general a lo particular, nos enfocaremos en ciertos 
poliedros convexos muy particulares, los poliedros regulares convexos. Estos poliedros 
despertaron el interés del ser humano al menos 2000 años antes de Cristo; el primer 
acercamiento del que se tiene evidencia procede de un yacimiento neolítico en Escocia, 
donde se encontraron figuras de barro que dan cuenta que, desde esta época, se le 
reconocieron cualidades especiales al tetraedro, al dodecaedro y al icosaedro. Sin embargo, 
el origen de los sólidos platónicos como elemento de estudio se vincula a la antigua Grecia, 
Platón relacionó los cinco poliedros regulares convexos con el universo y los elementos de 
la naturaleza: fuego, tierra, aire y agua, por lo que aún hoy se los conoce como sólidos 
platónicos. 
Los poliedros regulares (convexos) pueden ser definidos como aquellos poliedros convexos 
(I) cuyas caras son polígonos regulares (II) e iguales (III) y en cuyos vértices concurren la 
misma cantidad de aristas (IV). Cabe destacar la importancia de cada una de las 
condiciones enunciadas, basta eliminar solo una de ellas para abarcar otros poliedros no tan 
particulares. Si eliminamos la condición (I) ampliamos la familia a nueve poliedros, sumando 
los cuatro poliedros de Kepler-Poinsot. Si descartamos la condición (II) incluiríamos otra 
familia (aún sin apellido), a la cual pertenece por ejemplo el octaedro convexo cuyas caras 
son todos triángulos isósceles iguales, pero no equiláteros. Si descartamos la condición de 
caras uniformes (III) estaremos incluyendo la familia de los sólidos arquimedianos. 
Finalmente, si excluimos únicamente la condición de uniformidad de los vértices (IV) 
estaríamos incluyendo otra familia de sólidos al que pertenece por ejemplo el hexaedro de 
caras uniformes (doble tetraedro). Este análisis nos hace pensar que los poliedros regulares 
poseen múltiples aspectos particulares que los destacan del resto. Intentaremos abordar 
algunos de ellos.  
Desde Platón se supo la existencia de solo 5 poliedros regulares, pero fue Euclides quien 
pudo justificar la imposibilidad de poder construir otros. Según Dalcín y Molfino (2015) el 
estudio de los poliedros regulares realizado por Euclides en su obra Elementos, resulta 
particularmente importante para la Historia de la Matemática porque constituye el primer 
ejemplo de un teorema fundamental de clasificación. En Elementos (XI), Euclides introduce 
uno por uno los poliedros regulares y reconoce que la suma de los ángulos de los polígonos 
alrededor de cada vértice de un poliedro (convexo) debe ser siempre menor que 360°. En el 
libro XIII inscribe cada uno de los poliedros regulares en una esfera haciendo explícita la 
razón de la arista del sólido al diámetro de la esfera circunscrita y finaliza su obra 
enunciando y demostrando que solo existen 5 poliedros regulares (convexos). La sencilla 
demostración de Euclides se basa en estudiar las clases de polígonos que pueden formarse 
a partir de considerar las caras de los poliedros regulares, teniendo en cuenta la restricción 
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a la cantidad de aristas del poliedro más dos� ́ (citado en Nápoles, 2002, p. 7). Resulta 
sorprendente que los griegos, con el amplio desarrollo realizado en el estudio de los 
poliedros, no hubieran conocido esta relación anteriormente. Para justificar su afirmación y 
sin advertir las restricciones que debe tener el poliedro para que la relación sea válida, Euler 
emplea el uso de transformaciones sucesivas del poliedro a otro más sencillo (un tetraedro), 
y da muestras de un ingenioso método que daría inicio a la teoría de grafos. Sin embargo, la 
comunidad matemática de la época no aceptó esta demostración como válida. La prueba 
que posteriormente ofrece Cauchy es una de las primeras en ser aceptada y asimismo 
refutada. Cauchy supone que el poliedro está hecho de goma, que se le elimina su cara 
frontal y se lo aplana creando una red poligonal plana. Señala que para esta red se verifica 
que V �± A + C = 1; para demostrarlo propone inicialmente triangular la red, exigiendo que 
cada vértice pueda ser unido a otro por medio de una diagonal, observando que esta 
relación no sufrirá variación. Seguidamente propone eliminar triángulos suprimiendo una 
arista, o dos aristas y un vértice, hasta finalmente obtener un solo triángulo. Observa que la 
relación anterior no se altera tampoco con las eliminaciones, que el triángulo final obtenido 
cumple también la relación enunciada. Al considerar que a la red inicial se le quitó una cara, 
concluye que V �± A + C = 2 para el poliedro completo. Esta prueba sufrió críticas 
relacionadas con las formas en las que se desarrolla: podría ser que no todos los poliedros 
puedan estirarse en un plano; no todos los que se puedan estirar en el plano puedan 
dividirse en triángulos y que el orden de esta eliminación influya en el resultado. Ante el 
aparente fracaso de la prueba, Legendre traslada esta demostración al terreno de la 
geometría esférica; supone un poliedro colocado dentro de una esfera de radio unidad y que 
este es proyectado dentro de ella, formando una red poligonal esférica susceptible de ser 
triangulada. Usando las áreas y los ángulos internos de cada triángulo esférico, desarrolla la 
primera demostración validada por la comunidad científica de la época sobre la relación de 
Euler. Dado que utiliza por primera vez una transformación topológica de un poliedro 
convexo a una esfera, marca un hito en el desarrollo de la topología. Actualmente hay cerca 
de una veintena de demostraciones diferentes de la relación de Euler (ver Nápoles, 2002), la 
mayor parte de ellas se basan en nociones de topología o teoría de grafos, dos áreas de 
estudio en las que la modelización realizada de estos sólidos constituyó una inspiración 
importante. Resulta interesante observar que esta relación fue extendida por Poincaré a la 
noción de politopo quien mostró que V �± A + C  es un invariante topológico (actualmente 
conocido como relación de Euler-Poincaré) y es uno de los tópicos más representativos de 
la moderna Topología Algebraica.  
Es relativamente sencillo observar que el cubo y el octaedro tienen las mismas simetrías. 
Piero della Francesca, pintor y matemático del siglo XV, realizó un estudio profundo de las 
formas de pasar directa o indirectamente de unos sólidos platónicos a otros, vinculando de 
múltiples maneras los diversos poliedros. Fue el primero en señalar que el sólido cuyos 
vértices son los centros de las caras de un sólido platónico también es platónico, y que el 
sólido determinado por los planos tangentes en los vértices a la esfera circunscrita a un 
sólido platónico también es platónico. Su obra da evidencias de conocer la noción de 
dualidad y los vínculos entre parejas de sólidos emparentados por esta relación: el cubo y el 
octaedro; el icosaedro y el dodecaedro y finalmente el tetraedro emparentado consigo 
mismo. Recordemos que todo poliedro P puede vincularse a otro poliedro denominado dual, 
de forma única, tal que las caras y los vértices de P están en correspondencia biyectiva con 
los vértices y caras de su dual. El concepto de dualidad que está implícito en estas ideas, no 





95 
 

algunas actividades que se consideran potentes para el logro de nuestros objetivos, 
fundamentando su elección y las posibilidades de trabajo que brindan. Finalmente hacemos 
explícito nuestro enfoque sobre la evaluación en la formación de docentes y dejamos un 
listado con parte de la bibliografía recomendada a los estudiantes magisteriales.  
 
b.2) Relevancia del tema en la formación docente  
La formación docente debe promover la construcción de los conocimientos que los futuros 
educadores necesitan para desarrollar su profesión con solvencia y dignidad. Por otra parte, 
Ball, Thames y Phelps (2008) categorizan el conocimiento matemático requerido para la 
enseñanza (MKT por sus siglas en inglés) en seis subdominios, tres de ellos vinculados al 
dominio del conocimiento del contenido y otros tres vinculados al conocimiento didáctico del 
contenido. Entendemos que los cursos de Matemática en la formación de docentes deben, 
al menos, promover el desarrollo de conocimientos en los tres subdominios vinculados al 
conocimiento del contenido, estos son: conocimiento común del contenido (CCK), 
conocimiento especializado del contenido (SCK) y conocimiento del horizonte matemático 
(HCK).  
El curso de Matemática II deberá hacerse cargo, no solo de revisar y resignificar los 
principales conceptos, estructuras y procedimientos vinculados a la geometría del espacio 
que conforman el currículo escolar, también deberá promover el desarrollo de saberes 
específicos que sólo resultan de interés de un docente cuando se propone desarrollar tareas 
vinculadas a la enseñanza de la geometría. El estudio de los poliedros regulares promueve 
el conocimiento del espacio, invita a explorar diferentes tipos de representaciones, permite 
mejorar los modelos mentales y desarrolla la capacidad de abstracción. Brinda una 
oportunidad para reencontrarse con objetos matemáticos ya conocidos, �³�G�H�V�D�U�P�D�U�O�R�V�´�� �\��
reconstruirlos. Resulta oportuno para problematizar ciertas cuestiones: ¿Por qué solo 
existen cinco poliedros regulares? ¿Hay múltiples definiciones de un objeto matemático? 
¿Son equivalentes? Estos conocimientos serán imprescindibles para proporcionar 
explicaciones matemáticas pertinentes, elegir y adaptar material didáctico y comprender 
procedimientos no estándares de resolución en las producciones escolares. El estudio de 
los poliedros permite desarrollar una visión periférica de los contenidos abarcados por el 
currículo escolar, una perspectiva global sobre los vínculos entre conceptos de una misma 
temática y las conexiones con el resto de la matemática y otras disciplinas como arte, 
arquitectura y literatura. Provee de múltiples situaciones que invitan a ser curioso y creativo, 
a explorar el mundo en busca de patrones y relaciones, a formular conjeturas y a apreciar 
cómo el razonamiento deductivo es una herramienta potente para validarlas. Resulta una 
oportunidad para hacer matemática, para interiorizar principios fundamentales de la 
matemática y de la geometría, y generar nuevas experiencias de producción y validación del 
conocimiento, fundamentales para renovar las prácticas docentes, desde una visión de la 
matemática como construcción social, tomando la experimentación y el error como parte 
fundamental del proceso de aprendizaje. 
 
b.3) Aportes de la investigación en Educación Matemática  
Guillén (2010) sugiere priorizar el aspecto creativo de la geometría y aprovechar la variedad 
de familias de sólidos como soporte para desarrollar actividad matemática. Agrega que la 
variedad de representaciones permite generar una variedad de contextos en los que los 
estudiantes pueden manipular los sólidos (juntando, descomponiendo, recomponiendo) y 
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visualizar los elementos de dicho sólido y cada contexto particular permite mejorar y 
completar el modelo mental que paulatinamente construye el estudiante para cada noción.  
 
b.6) Estra tegias metodológicas  
Teniendo en cuenta que lo que los estudiantes aprenden está fundamentalmente conectado 
con el cómo lo aprenden (NCTM, 1991), esta propuesta sostiene que el trabajo sobre 
�S�R�O�L�H�G�U�R�V���Q�R���S�X�H�G�H���O�L�P�L�W�D�U�V�H���D���Y�L�V�L�W�D�U���³�P�R�Q�X�P�H�Q�W�R�V���P�D�W�H�P�i�W�L�F�R�V�´����Chevallard, 2013). El aula 
debe concebirse como una comunidad de práctica, un espacio de creación, discusión y 
validación del conocimiento, que favorezca la interacción entre los estudiantes, el desarrollo 
de habilidades comunicativas y el respeto por la diversidad de opiniones. La metodología de 
�W�U�D�E�D�M�R�� �G�H�E�H�� �S�H�U�P�L�W�L�U�� �D�O�� �I�X�W�X�U�R�� �G�R�F�H�Q�W�H�� �³�K�D�F�H�U�� �P�D�W�H�P�i�W�L�F�D�´�� �\�� �Y�L�Y�H�Q�F�L�D�U�� �H�[�S�H�U�L�H�Q�F�L�D�V�� �G�H��
aprendizaje coherentes con las recomendaciones actuales de la investigación en didáctica 
de la matemática; estas experiencias son necesarias para desarrollar una actitud positiva 
hacia las matemáticas y confianza en sí mismo como productor de conocimiento. Resulta 
fundamental la variedad en el tipo de tareas propuestas. Las actividades de final abierto 
(Zaslavsky, 1995) permiten que el estudiante aporte al grupo desde sus posibilidades, que 
aprecie la matemática como construcción humana y vivencie las ventajas del trabajo 
colaborativo. Las situaciones de cuestionamiento invitan a contraponer ideas, a generar 
respuestas argumentadas y a formular nuevas preguntas que resulten un motor para 
explorar nuevas cuestiones. Las actividades que promueven el debate científico (Legrand, 
1993) permiten evaluar distintos puntos de vista y vivenciar auténticas experiencias 
científicas en el aula. El uso de recursos didácticos variados (juegos, material manipulativo, 
tecnología) permite que los futuros docentes aprecien su potencial para facilitar y 
profundizar el aprendizaje de las matemáticas y forja experiencias positivas que promueven 
la integración de estos recursos en sus futuras prácticas profesionales. 
Para incentivar que los futuros docentes se responsabilicen como estudiantes y para 
favorecer su inculturación en las tareas propias de su profesión, cada clase dará inicio con 
una síntesis de los contenidos matemáticos tratados en la clase anterior a cargo de los 
propios estudiantes. Luego de abordadas las dudas que pudieran surgir, el docente 
explicitará los objetivos de la clase y los logros de aprendizaje esperados para ella, 
promoviendo que el estudiante monitoree sus propios aprendizajes y juegue un papel activo 
también en la evaluación del proceso de enseñanza-aprendizaje. El docente propondrá las 
actividades para ser realizadas principalmente en pequeños grupos, monitoreando su 
organización y producción, proponiendo nuevas preguntas para reorientar el trabajo en caso 
de ser necesario, invitando a realizar acuerdos dirigidos a mejorar el lenguaje o construir 
definiciones compartidas de los objetos matemáticos y organizando la puesta en común de 
las actividades grupales. En la puesta en común se comparten procedimientos, dificultades, 
dilemas y resultados; el error es tomado como alimento para nutrir el proceso de enseñanza-
aprendizaje, y el profesor sólo actúa como experto para orientar al grupo en la búsqueda de 
soluciones o enriquecer los aportes de los estudiantes en aspectos que se consideren 
sustantivos para su futura práctica profesional, y cuya resolución no esté al alcance del 
grupo. El estudiante es visto como sujeto pensante (en el sentido dado por Sadovsky, 2005) 
y será impulsado a participar de forma comprometida y reflexiva en las actividades 
propuestas, atendiendo a profundizar no sólo su conocimiento disciplinar sino también a 
apropiarse de los valores de la matemática y su enseñanza.  
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nivel de clasificación se podrán realizar descripciones formales argumentadas; finalmente 
desde un nivel de deducción formal se podrán vincular ideas y hacer deducciones 
generales. En la puesta en común, se potenciará el análisis de las propiedades de los 
objetos matemáticos estudiados como aspectos que permiten organizarlos, se revisarán 
algunas clasificaciones comunes de los poliedros y se observará que hay otras 
clasificaciones posibles, promoviendo el aprecio por un vocabulario compartido. La actividad 
será tomada como un disparador para estudiar los sólidos platónicos y definirlos. Si el grupo 
no propone un acercamiento a esta categorización, se los podrá invitar a identificar 
similitudes y diferencias entre dos sólidos que presentemos (elegimos dos sólidos 
platónicos). Para que la actividad permita trabajar en la formulación de una definición de 
poliedro regular convexo, interesa que se identifiquen todas las características que definen 
los poliedros regulares convexos. Por esta razón, entre los sólidos entregados, existirán 
poliedros que cumplirán algunas de las propiedades que definen a estos poliedros, pero no 
todas ellas, como los poliedros convexos de caras uniformes, sin vértices uniformes. 
 
Actividad 2: Construyendo poliedros regulares 
Esta actividad que tiene como foco los poliedros regulares, se plantea los siguientes 
objetivos de aprendizaje: conjeturar y justificar la existencia de los cinco poliedros regulares; 
desarrollar actitudes propias de las matemáticas (curiosidad, creatividad, experimentación, 
intuición, imaginación, capacidad crítica, autonomía, gusto por investigar, conjeturar, 
generalizar y demostrar); valorar el papel de la visualización, representación y demostración 
para el desarrollo de la geometría; conocer diferentes métodos de demostrar y apreciar 
diferentes niveles de rigor en la prueba. 
Los estudiantes trabajarán en grupos de 4 integrantes, recibirán un sobre que incluirá una 
cinta adhesiva y representaciones en cartulina de dos tipos de polígonos regulares. Cada 
sobre contendrá 35 triángulos y otro grupo similar de polígonos iguales elegido al azar entre 
los siguientes: cuadrados, pentágonos, hexágonos y heptágonos. A nivel de clase habrá al 
menos un grupo que contará con cada uno de estos tipos de polígono.  
 

Con los materiales recibidos. ¿Puedes armar un poliedro regular? ¿Puedes armar otros? 

 
A medida que los grupos logran construir algún poliedro regular, se los invitará a encontrar 
más poliedros con el material que disponen. Cuando se identifique que dos grupos no 
encuentran más soluciones se sugerirá la permuta del material para permitir continuar con la 
exploración. Cuando a nivel del grupo-clase se obtengan los 5 poliedros regulares, se 
socializarán los poliedros encontrados y se incentivará a buscar otros. En caso de apreciar 
que los grupos ya intuyen la imposibilidad de hacerlo, se los invitará a buscar una 
justificación para esta conjetura, que luego será compartida y validada por el grupo. 
Nuevamente las reglas de debate científico guiarán el debate, se promoverá que los 
estudiantes interioricen la necesidad de argumentar y atender a la coherencia de los 
argumentos para analizar las justificaciones propuestas por un tercero, lo que resulta 
fundamental para tener una visión más global de las matemáticas, imprescindible para 
desempeñarse como docentes. En caso que se concluya que solo existen cinco poliedros 
regulares y considerando que la consigna no aclara que los poliedros deben ser convexos, 
se revisará el razonamiento realizado haciendo explícita la presunción de considerar solo 
ángulos poliedros convexos. 
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instrumentos tradicionales de evaluación, que se focalizan en los resultados del proceso, se 
entiende necesario utilizar instrumentos que permitan monitorearlo a tiempo real; una guía 
de observación para el docente y una pauta de autoevaluación para el estudiante se 
aprecian como instrumentos adecuados en este sentido. La pauta de autoevaluación hace 
explícitos los aprendizajes esperados y permite que el propio estudiante monitoree su 
proceso de aprendizaje, promoviendo así su autonomía y metacognición. La guía de 
observación para el docente facilita el registro de aspectos específicos y fundamentales del 
proceso de enseñanza- aprendizaje; permite recabar información sobre los estudiantes, 
llevar un registro de los conocimientos que moviliza, las actitudes que manifiesta al hacer 
matemática, observar su capacidad crítica y reflexiva y el grado de autonomía que ha 
logrado desarrollar. Acompaña todo el proceso educativo y constituye también un insumo 
valioso para obtener registros que lleven al formador a reflexionar sobre su propia práctica. 
También resulta útil el uso de rúbricas especialmente para desarrollar la coevaluación de 
actividades grupales, como planificar y dictar en duplas una clase sobre una temática del 
curso. En estos casos la rúbrica será elaborada por los estudiantes y consensuada de forma 
previa al desarrollo de la actividad. Los instrumentos tradicionales de evaluación (pruebas 
escritas, individuales o en duplas) serán utilizados de acuerdo a la normativa vigente, para 
evaluar los resultados de un proceso de trabajo. La calificación del estudiante emanará de 
considerar el proceso de aprendizaje, atendiendo particularmente a su capacidad de ser 
crítico, reflexivo y capaz de aprender de forma autónoma, pues estas capacidades se 
consideran fundamentales para un futuro docente.  
 
b.10) Bibliografía a recomendar a los futuros educadores  
Alsina, C. (2011). Las mil caras de la belleza geométrica. Los Poliedros, Navarra, España: 

RBA Coleccionables. 
Courant, R., & Robbins, H. (1967). ¿Qué es la matemática? Una exposición elemental de 

sus ideas y métodos. Madrid: Aguilar S.A. de Ediciones 
Godino, J., & Ruíz, F. (2002). Geometría y su didáctica para maestros. Universidad de 

Granada, Departamento de Didáctica de la Matemática. 
Moise, E., & Downs, F. (1986) Geometría moderna. Massachusetts, EEUU: Addison Wesley 

Iberoamericana  
 
c) Proyec ción en líneas de investigación  
c.1) Descripción de la línea de investigación  
Rico y Sierra (2000) delimitan tres campos de reflexión dentro de la Educación Matemática: 
la trasmisión del conocimiento matemático y su evaluación; la formación, preparación, 
actuación y desarrollo de los profesionales que asumen intencionalmente los procesos de 
enseñanza de la matemática y, finalmente, la fundamentación y teorización de los 
fenómenos derivados de la enseñanza y el aprendizaje de la matemática. Estos 
investigadores indican que cada uno de estos campos considera un problema diferente y 
que los tres proceden de ámbitos de la educación bien diferenciados. Señalan que la 
investigación en Educación Matemática encuentra sus problemas de estudio en estos tres 
campos, y que los departamentos universitarios e institutos de investigación, organizan 
líneas de investigación para promover su realización y desarrollo. Una de las líneas de 
trabajo a nivel del Consejo de Formación en Educación, que se inscribe en el segundo 
campo de reflexión, estudia la formación de profesores de matemática. Como parte de 
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conocimiento matemático requerido para la enseñanza en seis subdominios, tres de ellos 
vinculados al dominio del conocimiento del contenido y otros tres vinculados al conocimiento 
didáctico del contenido. Asimismo, el dominio conocimiento del contenido es subdividido en 
tres subdominios: conocimiento común del contenido (CCK), conocimiento especializado del 
contenido (SCK) y conocimiento del horizonte matemático (HCK). Observamos que en 
particular el conocimiento especializado del contenido no requiere ser movilizado para 
describir o caracterizar un poliedro, para realizar su desarrollo plano ni para definirlo. Como 
formadores de maestros y profesores, resulta relevante increparnos a nosotros mismos si 
las tareas que proponemos a los futuros docentes requieren movilizar conocimientos del 
subdominio conocimiento especializado del contenido y preguntarnos qué oportunidades 
creamos para que los futuros maestros construyan estos conocimientos.  
En otro orden, Llinares (2008) señala que �³�D�S�U�H�Q�G�H�U�����G�H�V�G�H���X�Q���S�X�Q�W�R���G�H���Y�L�V�W�D���V�R�F�L�R�F�X�O�W�X�U�D�O����
está relacionado con cómo las personas se apropian de herramientas para pensar y actuar 
�H�Q�� �X�Q�D�� �F�R�P�X�Q�L�G�D�G�� �G�H�� �S�U�i�F�W�L�F�D�´ (p.12) y propone mirar a la formación de profesores de 
matemática, como un ámbito en el que se aprende una práctica. Agrega que, �³al considerar 
la enseñanza de las matemáticas como una práctica que tiene que ser comprendida y 
aprendida, podemos identificar algunas tareas que la articulan y componentes del 
�F�R�Q�R�F�L�P�L�H�Q�W�R�� �S�U�R�I�H�V�L�R�Q�D�O�� �G�H�O�� �S�U�R�I�H�V�R�U�� �T�X�H�� �S�H�U�P�L�W�H�Q�� �U�H�D�O�L�]�D�U�O�D�V�´ (p. 12). Entendemos que 
esta perspectiva presenta una forma novedosa y potente para entender la problemática que 
afecta la formación inicial docente.  
Por lo expuesto entendemos sustantivo plantearnos las siguientes preguntas: ¿Qué 
necesidades formativas tienen los maestros y en particular los maestros noveles respecto a 
los conocimientos del subdominio SCK? ¿Qué conocimientos configuran el subdominio 
conocimiento especializado del contenido del modelo MKT en relación a la enseñanza de los 
poliedros? ¿Qué tareas o prácticas docentes ponen en juego estos conocimientos? ¿Qué 
agentes formadores participan en la construcción de estos conocimientos desde la 
formación inicial? ¿Cómo potenciar el desarrollo de estos conocimientos desde la asignatura 
Matemática II en la formación inicial de maestros?  
 
c.3) Antecedentes  
Ribeiro, Monteiro y Carrillo (2010) analizaron el conocimiento matemático para enseñar el 
contenido cubo, en el nivel primario y sus implicaciones en la práctica docente. Estos 
investigadores concluyen que las carencias en el conocimiento especializado del contenido 
impiden a los docentes desplegar explicaciones y procedimientos matemáticos para hacer 
este contenido enseñable.  
A nivel regional, Sgreccia y Massa (2012) realizaron una investigación con estudiantes de 
profesorado de matemática y profesores nóveles argentinos, en el que indagaron el 
conocimiento especializado del contenido respecto al tema poliedros. El estudio se orientó a 
reconocer los diferentes criterios que adoptan los participantes al realizar adecuaciones y 
adaptaciones para transformar los contenidos poliedros y cuerpos redondos en contenido 
enseñable. Las investigadoras señalan que, si bien los participantes dieron indicios de un 
conocimiento matemático bastante consolidado, se detectaron debilidades en la 
conformación de su conocimiento especializado del contenido. 
Sámuel, Vanegas y Giménez (2016) se interesaron por conocer el conocimiento matemático 
para la enseñanza vinculado a geometría, que es movilizado por un grupo de futuros 
maestros de educación primaria al participar del diseño de tareas profesionales. El modelo 
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Ball, Thames y Phelps (2008) desarrollaron un constructo teórico denominado Conocimiento 
Matemático para la Enseñanza (MKT), creado con el propósito de diferenciar los 
componentes del conocimiento del profesor de matemática y orientar su formación inicial y 
continua. Se considera que este modelo resulta una herramienta apropiada para guiar la 
exploración, entendiendo que la delimitación del conocimiento matemático para la 
enseñanza en subdominios específicos, permite profundizar el análisis y posibilitará la 
identificación de los conocimientos necesarios para enseñar geometría haciéndolos 
explícitos y visibles para la comunidad educativa.  
 
c.8) Impacto esperado del proyecto  
Se espera que este estudio contribuya a visibilizar los conocimientos matemáticos que han 
de ser trabajados en las aulas de formación docente. Los resultados obtenidos permitirán sin 
duda reflexionar y reorientar nuestras propias prácticas, pero entendemos que también será 
un insumo importante para reflexionar sobre la contribución de los profesores formadores de 
matemática a la construcción de los conocimientos del subdominio SCK en la formación 
inicial docente, y aportará al debate sobre los contenidos del currículo de matemática que 
resultan valiosos para los futuros maestros. También se entiende que este estudio podría 
proporcionar insumos valiosos para elaborar un nuevo currículo de matemática en la 
formación de maestros. Considerando que este estudio involucra a maestros noveles como 
la población de estudio y a un docente de matemática que oficia como investigador, este 
trabajo busca también tender puentes entre distintos actores del sistema educativo.  
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Poliedros  
Verónica Molfino 

 
Poliedros es un contenido matemático que, si bien tiene un fuerte arraigo en el uso cotidiano 
que desde sus orígenes la humanidad le ha dado, ha ido perdiendo paulatinamente lugar en 
el discurso matemático escolar actual, quedando subordinado a otros contenidos 
considerados prioritarios, como los aritméticos, algebraicos y analíticos. En este proyecto 
pretendemos rescatar el valor que el contenido tiene en la formación docente, no solo por su 
poder formativo en lo que hace a la percepción visual y a la potencialidad que representa 
para comprender el mundo que nos rodea y ser partícipe de su creación, sino también 
porque nos permite explicitar los vínculos existentes entre las diversas ramas que componen 
a las matemáticas. 
 
a) Aspectos disciplinarios  
a.1) Conceptos e ideas involucrad os en el tema  
a.1.1) Reflexiones sobre la noción  de poliedro  
Los poliedros han constituido un centro de interés y de inspiración para la creación humana 
desde la antigüedad. Las primeras piedras talladas con forma poliédrica datan de al menos 
2000 años a.C. y las majestuosas pirámides de Egipto son una muestra fehaciente del 
interés humano por la construcción y admiración de este tipo particular de figuras 
geométricas. En la antigua Grecia Pitágoras (582 a.C.-507 a.C.), Teeteto (415 a.C.-369 a.C.) 
y Platón (427 a.C. �± 347 a.C.) dieron un paso más, dejando evidencias de estudios 
pormenorizados de los poliedros, en particular de la familia de los poliedros regulares y 
vinculando esta familia con explicaciones filosóficas sobre la creación del cosmos y sus 
elementos constitutivos (Collette, 2006). La obra cúlmine de Euclides (325 a.C-265 a.C.), 
Los Elementos, presenta una minuciosa recopilación de gran parte del conocimiento 
matemático alcanzado hasta el momento mediante una presentación ordenada y 
lógicamente secuenciada que consuma en una descripción de las propiedades geométricas 
y aritméticas de los cinco poliedros regulares. Esta obra constituiría una piedra fundamental 
en la construcción del conocimiento matemático de la humanidad y los poliedros regulares 
pudieron haber sido su móvil germinal. �³Se ha llegado a afirmar que de alguna manera todo 
el texto euclidiano se vertebra para poder culminar precisamente con esta descripción 
�S�R�O�L�p�G�U�L�F�D���´ (Alsina, 2011, p. 30). 
Siendo una construcción humana con tanta trayectoria, podría llamar la atención que tuviera 
que esperar tantos siglos para tener una definición precisa, pero este proceso no es 
exclusivo de los poliedros, también lo vivieron otros objetos matemáticos como el límite 
funcional o el infinito. La definición de un concepto matemático, a diferencia de lo que a 
menudo se quiere mostrar, es posterior a su construcción, requiere explicitar vínculos con 
otros objetos mediante propiedades y en el caso de los poliedros, ello requirió el desarrollo 
de diversas ramas de las Matemáticas, en particular de la Topología. Más sorprendente 
puede ser descubrir que aún hoy podemos encontrar en libros especializados definiciones 
que no son equivalentes. Veamos algunos ejemplos.  
 
Una necesaria aclaración: definición de polígono 
Cualquier definición de poliedro requiere de una precisa definición de polígono. Si bien dicha 
noción merecería una amplia discusión, dada la extensión permitida en este trabajo nos 
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Según esta definición, la figura 2 sería un poliedro, pero 1 no por no cumplirse la condición a 
y la figura 3 tampoco sería un poliedro porque no cumple la condición c ni la d.  
 

3) Un poliedro es una reunión finita de polígonos convexos, llamados caras de ese poliedro. 
Los lados de esos polígonos se llaman aristas del poliedro y los vértices de los polígonos se 
llaman vértices del poliedro. Se exige además que la intersección de dos caras cualesquiera 
del poliedro sea una arista común a esas caras, o un vértice común, o sea vacía.(Lages 
Lima, 1991, p. 189.) 

 
Según esta definición, las tres figuras serían un poliedro. 
 

4) Definimos poliedro como un conjunto conexo de polígonos planos simples, tales que cada 
lado de cada polígono pertenece también a otro polígono del conjunto y sólo uno. 
Convenimos que dos polígonos cualesquiera deben tener en común o bien un lado (y dos 
vértices), o un vértice, o nada. (Coxeter, 1999, p. 78) 

 
Esta definición admite como poliedros tanto a la figura 2 como a la 3, al igual que la primera 
definición. Pero en esta se exige que el conjunto de polígonos sea conexo, lo que no se pide 
en la primera. Entonces por ejemplo un cubo al que se le extrae un cubo interior cumple la 
definición 1, pero no esta última. De ahí que podemos concluir que no definen el mismo 
conjunto de figuras. 
En suma, observamos que no hay consenso sobre la definición de poliedro en los textos 
especializados, lo que lejos de resultarnos un problema, nos aporta luz sobre el carácter 
humano de la construcción de las matemáticas. Estas diferentes definiciones responden a 
diferentes necesidades de los autores de los textos, escritos con diferentes propósitos.  
 
a.1.2) Algunas familias de poliedros  
Una clasificación muy usada de los poliedros distingue entre convexos y no convexos. Los 
primeros son aquellos que son figuras convexas, lo que en el espacio euclídeo Rn se 
entiende como una figura tal que dados dos puntos P y Q cualesquiera de la figura, el 
segmento PQ está contenido en la figura. Existen otras maneras equivalentes de definir 
poliedro convexo, que no discutiremos aquí por razones de espacio. 
Sin entrar en otro tipo de clasificaciones del conjunto de los poliedros, nos abocaremos 
ahora a presentar algunas familias particulares. 
 
Poliedros regulares 

Denominamos poliedros regulares convexos o platónicos a los poliedros convexos de caras 
polígonos regulares iguales y con vértices uniformes (en todo vértice confluye el mismo tipo 
de polígono, en la misma cantidad y en el mismo orden). 

 
Existen también poliedros regulares no convexos (de Kepler-Poinsot). El hecho de que sus 
caras sean polígonos regulares del mismo tipo permite deducir que también sus aristas y 
caras son uniformes. Es decir que los poliedros regulares presentan un grupo de simetría 
transitivo en sus vértices, sus caras y sus aristas (Uniform Polyhedron, 2019). 
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XX por los matemáticos Hans Freudenthal (1905-1990) y Bartel van der Waerden (1903-
1996), prueba de la vigencia que aún tiene el estudio de los poliedros. Ellos también dieron 
una respuesta y la demostraron: son sólo 8. La demostración no es trivial, un paso 
intermedio consiste en la siguiente propiedad: 
 
Los deltaedros tienen un número par de caras. Llamemos C al número de caras y A al 
número de aristas de un deltaedro. Las caras de los deltaedros son triángulos equiláteros 
así que cada cara tiene tres aristas, es decir, el número de aristas sería el triple del número 
de caras, lo que podría expresarse como �m
L 
Ü�o.Pero a su vez, cada arista es compartida 

por dos caras adyacentes, o sea �m
L

Ü�o


Û
.Ahora, el número A es un número natural. Para ello 

el número 
�o


Û
 tiene que ser un número natural, o sea que C tiene que ser par.  

Asumiendo que la cantidad mínima de triángulos para formar un poliedro es cuatro (tres 
�S�D�U�D�� �D�U�P�D�U�� �X�Q�� �i�Q�J�X�O�R�� �S�R�O�L�H�G�U�R�� �\�� �X�Q�R�� �P�i�V�� �S�D�U�D�� �³�F�H�U�U�D�U�O�R�´���� �S�X�H�G�Hn analizarse en forma 
exhaustiva las diferentes posibilidades de construir poliedros convexos con triángulos 
equiláteros. Por razones de extensión no lo expondremos en este trabajo, pero la conclusión 
es que existen solo 8 deltaedros convexos: D4 (tetraedro), D6 (bipirámide triangular), D8 
(octaedro), D10 (bipirámide pentagonal), D12 (dodecaedro siamés), D14 (prisma triangular 
triaumentado), D16 (bipirámide cuadrangular giroelongada), D20 (icosaedro). 
 
Poliedros semirregulares 

Denominamos poliedros semirregulares a los poliedros convexos de caras polígonos 
regulares de más de un tipo y con vértices uniformes. 

 
Esta familia de poliedros presenta un grupo de simetría que es transitivo en sus vértices, 
pero dado que las caras son de más de un tipo, las caras ya no son uniformes y las aristas 
pueden, o no, ser uniformes. Dentro de esta familia encontramos a dos familias infinitas de 
poliedros: prismas (cuyas caras son polígonos regulares) y antiprismas (de caras polígonos 
regulares) �\���D���X�Q�D���I�D�P�L�O�L�D���I�L�Q�L�W�D���G�H���S�R�O�L�H�G�U�R�V�����O�O�D�P�D�G�R�V���³�D�U�T�X�L�P�H�G�L�D�Q�R�V�´ en honor a quien los 
creó, aunque fueran recreados por otros matemáticos y artistas posteriormente. Es la familia 
de todos los poliedros semirregulares que no son ni prismas ni antiprismas, que tal como lo 
probó Johannes Kepler (1571-1630) en 1619, es finita (son 13 elementos, si bien según el 
criterio pueden considerarse dos más, que presentan simetría especular con dos de ellos, 
totalizando 15). Dos de los poliedros arquimedianos son casi regulares, esto es, que 
presentan aristas uniformes (cuboctaedro e icosidodecaedro). Los restantes tienen aristas 
no uniformes. 
Es interesante analizar la manera de obtener estos poliedros, siete de ellos pueden ser 
construidos mediante el truncamiento de los poliedros regulares, tanto por puntos medios 
como por puntos que dividen a las aristas en proporciones particulares (por ejemplo 1:3). 
Los restantes seis poliedros arquimedianos pueden obtenerse también mediante 
truncamiento pero combinando con otros métodos, como el de expansión ideado por Alicia 
Boole Stott (1860-1940) o el doble truncamiento (Rouse Ball y Coxeter, 1962).  
Una posible demostración de la finitud de esta familia puede hacerse mediante un análisis 
exhaustivo de las posibles configuraciones de los vértices en función de la cantidad de 
polígonos que concurren en él (Dalcín y Molfino, 2018). 
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Estudios posteriores, especialmente mediante el desarrollo de la Topología, han permitido 
concebir un resultado más general de la cual esta relación es un caso particular: la 
característica de Euler-Poincaré, que resulta ser un invariante topológico:�ï 
L �%
E�8
F�#.  
Esto es, todos los poliedros que sean homeomorfos entre sí (tales que existe una función 
biyectiva y bicontinua que transforma uno en el otro) comparten la misma característica de 
Euler-Poincaré. La condición de ser homeomorfos no tiene que ver con las consideraciones 
geométricas sobre las que antes pusimos atención para definir las diferentes familias: según 
ella un cubo, un poliedro estrellado y un prisma cuya base es un polígono simple no convexo 
�S�D�V�D�Q���D���F�R�Q�V�L�G�H�U�D�U�V�H���³�W�R�S�R�O�y�J�L�F�D�P�H�Q�W�H���L�J�X�D�O�H�V�´�����8�Q�D���P�D�Q�H�U�D de visualizarlo es pensar que 
la superficie del poliedro es flexible y que lo inflamos. Si logramos una esfera, entonces �ï 
L
�t��pero si lo que obtenemos es un toro (superficie de revolución generada por una 
circunferencia que gira alrededor de un eje exterior a ella) entonces �ï 
L �r. La cantidad de 
�³�D�J�X�M�H�U�R�V�´�� �H�Q�� �O�D�� �I�L�J�X�U�D�� �W�U�L�G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O�� �S�U�R�G�X�F�H�� �Q�X�H�Y�D�V�� �F�D�U�D�F�W�H�U�t�V�W�L�F�D�V�� �G�H�� �(�X�O�H�U-Poincaré 
(Alsina, 2011 y Armstrong, 1987).  
 
Demostraciones de la relación de Euler 
Una demostración de la relación de Euler ampliamente conocida fue publicada en 1813 por 
Augustin Cauchy (1789-1857). Parte de imaginar que a un poliedro se le quita una cara y su 
�V�X�S�H�U�I�L�F�L�H���V�H���³�D�F�K�D�W�D�´���P�H�G�L�D�Q�W�H���X�Q�D���W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�F�L�y�Q���F�R�Q�W�L�Q�X�D���G�H���P�D�Q�H�U�D���T�X�H���Q�R��se quiebren 
las aristas (lo que generaría una transformación que no es un homeomorfismo) y que todas 
las caras queden visibles y coplanares, generando lo que se denomina el diagrama de 
Schlegel. Las medidas y formas se alteraron, pero la cantidad de vértices y aristas 
permanece inalterable, mientras C disminuyó en 1. El procedimiento ideado por Cauchy 
consiste en trazar diagonales en las caras para triangular todos los polígonos, e ir quitando 
de a una las caras con aristas libres (que sólo pertenecen a un polígono en la nueva 
�U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�F�L�y�Q�� �G�H�O�� �S�R�O�L�H�G�U�R�� �³�D�F�K�D�W�D�G�R�´�� hasta quedarse solamente con un triángulo. Un 
estudio exhaustivo de las diferentes posibles situaciones le permite concluir a Cauchy que 
esto es posible para cualquier poliedro convexo. Y en un triángulo se cumple que C=1, V=3 
y A=3, esto es, C+V-A=1. Como inicialmente se le había quitado una cara al polígono, si la 
volvemos a considerar obtendremos: �%
E�8
F�# 
L �t 
Lages Lima (1991) presenta un análisis detallado de esta demostración, intentando explicitar 
para cuáles poliedros es válida tal demostración. Muestra que en el estudio de casos 
Cauchy omitió cuatro para los cuales, si bien el resultado sigue siendo válido, la 
demostración requiere nuevos argumentos. Concluye que en la demostración de Cauchy se 
asume implícitamente que el poliedro cumple simultáneamente: 

�x Toda arista está contenida exactamente en dos caras. 

�x Dos caras cualesquiera son encadenadas (condición c de nuestra definición 2 de 
poliedro). 

�x Todo ciclo (línea poligonal cerrada cuyos segmentos son aristas del poliedro) es un 
borde.  

�(�V�W�D���~�O�W�L�P�D���F�R�Q�G�L�F�L�y�Q���H�V���H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W�H���D���O�D���L�P�S�X�H�V�W�D���S�R�U���$�U�P�V�W�U�R�Q�J���H�Q���V�X���G�H�P�R�V�W�U�D�F�L�y�Q�����³todo 
lazo del poliedro P formado con segmentos rectilíneos (no necesariamente aristas) separa a 
P en dos piezas)�´�����������������S������������ 
Los poliedros convexos cumplen esas condiciones, pero no son los únicos. Más 
genéricamente, los poliedros que las cumplen son los homeomorfos a la esfera (Lages 





 

117 
 

Si ahora en lugar de escribir n escribimos V, cantidad de vértices, y simplificando: 

�'  = 360�u(C + V �± A) 

Para poliedros que cumplan que �F=2, se cumplirá:  

�'  = 360�u2 = 720º 
 
a.2) Fundamentación epistemológica  
Más allá de los aspectos filosóficos que los antiguos griegos le adjudicaron a los poliedros, 
durante siglos el arte fue el auténtico motor del interés por los poliedros (Alsina, 2011). 
Multiplicidad de obras artísticas son testigo de ello. Es a partir del 1600 que los poliedros 
cobran interés para el desarrollo del conocimiento matemático. Y, tal como vimos en el 
apartado a.1), los poliedros siguen siendo aún hoy un tema con preguntas por responder o 
muy recientemente respondidas, y siguen siendo móvil para la creación y desarrollo de las 
matemáticas.  
Si bien la noción de poliedro es de las primeras construcciones humanas de las 
matemáticas, es recién a partir de la necesidad de encontrar propiedades generales y 
ampliarlas a otros contextos que se hace necesaria una definición precisa. De hecho, la 
búsqueda de explicaciones y generalizaciones de la relación de Euler para poliedros 
convexos fue uno de los problemas germinales de la Topología, rama de las matemáticas 
que hoy en día vertebra los avances en el resto de las áreas. Según Amstrong (1987�������³�H�V�W�H��
resultado const�L�W�X�\�y�� �H�O�� �S�X�Q�W�R�� �G�H�� �S�D�U�W�L�G�D�� �G�H�� �O�D�� �7�R�S�R�O�R�J�t�D�� �P�R�G�H�U�Q�D�´ (p. 9). Recíprocamente, 
fue gracias al desarrollo de la Topología en el siglo XX que pudieron precisarse las 
definiciones de poliedros que consideramos en este trabajo. En este sentido consideramos 
que el contenido Poliedros es un tema ineludible en la formación actual de maestros y 
profesores de Matemática.  
Por otro lado, entendemos que los poliedros han representado una buena puerta de entrada 
para el desarrollo de conocimiento en torno a la geometría del espacio: definiciones y 
propiedades relativas a entes abstractos como rectas y planos en el espacio que sólo 
existen como creación humana. De eso nos ocuparemos en el siguiente apartado. 
 
b) Aspectos didácticos: relevancia del tema para la enseñanza en la formación de 
formadores, incluidas estrategias y evaluaci ón 
b.1) Prácticas de enseñanza en la formación docente  
Los aspectos didácticos deben ser abordados teniendo en cuenta al menos dos grandes 
componentes de la actividad matemática y su enseñanza: la epistemológica y la 
metodológica. Desde la dimensión epistemológica, hemos brindado en la sección anterior 
muestras de nuestra concepción de las matemáticas: como una construcción humana en 
permanente proceso, del cual el concepto de poliedros es testigo.  
Por otro lado, es necesario tener en cuenta lo que Ball, Thames y Phelps (2008) denominan 
conocimiento especializado del contenido dentro de la categoría más amplia conocimiento 
del contenido, considerada por Shulman (1986) como uno de los conocimientos bases del 
docente. Ball et al. (2008) sostienen que los docentes tienen que aprender conocimiento 
común de las matemáticas -el mismo conocimiento que en otras carreras vinculadas con 
matemáticas- pero también deben aprender contenidos matemáticos que son específicos 
para la enseñanza. El conocimiento especializado de las matemáticas implica, entre otros, 
evaluar las conjeturas de los estudiantes, anticipar métodos alternativos de resolución, 
seleccionar representaciones adecuadas para el contenido a enseñar, comprender el 
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Nivel 1. Análisis: Consideración de elementos y propiedades de las figuras. Identificación de 
familias de figuras sin explicitación de las relaciones entre ellas. 
Nivel 2. Deducción informal: Establecimiento de relaciones entre las propiedades de una 
figura. Formulación de definiciones económicas y completas y clasificación de las figuras. 
Nivel 3. Deducción: Comprensión y uso del razonamiento formal para deducir una propiedad 
de otra(s) 
Nivel 4. Rigor o abstracción. Comprensión y uso de diferentes sistemas axiomáticos que 
definen diferentes geometrías. 
 
b.3) Implicancias para la enseñanza de los poliedros  
b.3.1) Formación de maestros y profesores de Matemática  
Las consideraciones anteriores nos permiten inferir algunos aspectos importantes a tener en 
cuenta para la enseñanza de los poliedros en la formación docente. En primer lugar, que es 
importante brindarles a los docentes oportunidades de transitar por los diferentes niveles del 
modelo, para lo que es importante poner atención sobre las tareas que se proponen.  
Tanto en el programa vigente de Matemática II para Magisterio (DFPD, 2008a) como en el 
de Geometría para la formación de profesores de Matemática (DFPD, 2008b) se propone 
abordar el paralelismo y perpendicularidad en el espacio y también el contenido Poliedros. A 
partir de lo expuesto entendemos que el estudio de los poliedros puede ser una manera de 
abordar el estudio más general del paralelismo y perpendicularidad en el espacio mediante 
la visualización de objetos concretos, esto es, respetando la necesidad de los estudiantes de 
vivenciar el nivel 0. Es decir que primero debería abordarse el contenido poliedros para 
construir significados relevantes sobre nociones generales de posiciones entre rectas y 
planos en el espacio.  
La representación de poliedros no es trivial ya que, por tratarse de figuras tridimensionales, 
cualquier representación bidimensional implica distorsionar alguna de sus propiedades. 
Requiere del uso de diferentes estrategias: representaciones bidimensionales, construcción 
real, descripción verbal, entre otras. La comprensión de las representaciones y la capacidad 
de realizarlas implica �³�Y�L�V�L�y�Q���H�V�S�D�F�L�D�O���\���F�R�Q�R�F�L�P�L�H�Q�W�R���G�H���F�R�Q�Y�H�Q�F�L�R�Q�H�V��que hay que utilizar, 
�H�Q���H�O���S�D�V�R���G�H���O�D���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�F�L�y�Q���D�O���P�R�G�H�O�R���\���Y�L�F�H�Y�H�U�V�D�´ (Guillén Soler, 1997, p. 173).  
Esto puede ser realizado mediante actividades de construcción con diversos materiales 
manipulativos (sorbetes, palitos, plastilina, cartulina con desarrollos planos o materiales 
comercializados específicamente para este fin, como polígonos en acrílico, imantados, 
juegos de palillos y bolitas imantados, entre otros posibles materiales). También es 
importante disponer de diferentes visualizaciones de los poliedros, para lo que pueden 
emplearse programas específicos de visualización, como el Poly Pro o de construcción, 
como el GeoGebra. Hoy pueden encontrarse múltiples aplicaciones a tales efectos, incluso 
para los dispositivos móviles, accesibles a todos los estudiantes. Más allá de que nos 
encontremos en carreras de nivel terciario, es importante que los estudiantes tengan la 
oportunidad de manipular, en forma real y virtual.  
Tanto en formación de maestros como de profesores de Matemática, es necesario que en 
esta primera instancia de reconocimiento los estudiantes tengan la oportunidad de transitar 
entre las diferentes representaciones, por ejemplo del poliedro al desarrollo plano y 
viceversa. 
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la actividad matemática y es importante que estudiantes de todos los niveles, especialmente 
futuros docentes, la vivencien. Además, en particular estas relaciones estrechan vínculos 
entre geometría y otras ramas de la matemática, como aritmética o álgebra. 
En esta misma línea puede ponerse atención sobre otro tipo de relaciones entre cantidad de 
caras, vértices y aristas, como las expuestas en el apartado a.1.3), las que consideradas en 
conjunto con la relación de Euler permiten concluir que, en los poliedros homeomorfos a una 

esfera, se cumple �s �t
W�8
E�t 
Q�%
Q�t�8
F�v. Ello posibilita una interesante exploración sobre 

la existencia de poliedros con una cantidad dada de caras y de vértices.  
Tanto en la formación de maestros como de profesores de Matemática, el análisis de 
propiedades en los poliedros es un camino deseable para intentar explicar las fórmulas 
conocidas para hallar sus volúmenes y áreas. 
Además, es importante tener en cuenta las conexiones entre este contenido matemático y el 
arte y la naturaleza, ambos móviles para la creación humana de poliedros y su estudio.  
 
b.3.2) Formación de profesores de Matemática : Geometría  
En la formación de profesores específicamente, después del trabajo anterior pueden 
proponerse, en el curso Geometría de primer año, actividades que permitan a los 
estudiantes alcanzar el nivel 3 del modelo de Van Hiele. Un primer tipo de tareas puede ser 
demostrar la existencia de una determinada cantidad de poliedros de una familia. Por 
ejemplo, que los deltaedros convexos son 8 o que los poliedros arquimedianos son 13 (sin 
considerar simetrías). Es importante recordar que estas demostraciones deben seguir 
siendo acompañadas de material concreto, ya que no pretendemos aún trabajar con 
sistemas axiomáticos abstractos. 
También pueden proponerse actividades que permitan reflexionar sobre la definición de 
poliedro acordada en primera instancia, por ejemplo mediante un banco de imágenes más 
amplio que el expuesto en este trabajo. Tal discusión podría seguir las mismas pautas que 
la presentada en el apartado a.1). Otro tipo de tareas puede ser la discusión de las 
demostraciones elaboradas para propiedades consensuadas previamente, por ejemplo, 
sobre la existencia de únicamente 5 poliedros regulares o la misma relación de Euler. 
Nuevamente la discusión expuesta en este trabajo sobre tal demostración puede ser insumo 
para ello.  
En relación a los poliedros arquimedianos es sumamente interesante el análisis de cómo 
pueden ser construidos a partir de truncamientos de poliedros regulares. Se puede 
preguntar a los estudiantes qué poliedro se obtiene al truncar a cada uno de ellos por puntos 
especiales de sus aristas (por ejemplo los que las dividen en dos o tres partes iguales) y 
analizar si la figura obtenida es o no un poliedro arquimediano. También puede 
profundizarse el estudio al visualizar que ciertos truncamientos no generan el poliedro 
esperado, y reflexionar sobre cómo pueden obtenerse mediante truncamientos o mediante 
otro tipo de métodos todos los poliedros arquimedianos. Este estudio conduce a estrechar 
relaciones con el contenido paralelismo y perpendicularidad, mediante preguntas tales 
como: ¿qué tipo de poliedro se obtiene al truncar un octaedro por sus puntos medios? 
¿Cómo puedo explicar que efectivamente sus caras son triángulos equiláteros y cuadrados? 
Lo último sólo puede ser explicado mediante la consideración de propiedades relativas a 
rectas y planos paralelos y perpendiculares en el espacio. 
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docente puede monitorear el avance del conocimiento de los estudiantes en la temática, sin 
olvidar que las presentaciones orales los fortalecen para el ejercicio de su futura profesión. 
No pueden despreciarse las pruebas escritas, ya sean escritos bimensuales o parciales 
cuatrimestrales en las que los estudiantes deben demostrar un conocimiento integrado de la 
temática. Es importante que estas pruebas no se separen del contenido abordado en el 
curso.  
Una estrategia que hemos implementado es la formulación de preguntas orales establecidas 
con anterioridad a las pruebas finales. El conocerlas permite a los estudiantes prepararlas 
con anticipación y tener una mejor idea de cuáles son las expectativas por parte de los 
docentes respecto a las respuestas, algo especialmente importante para estudiantes de 
primer año. 
 
c) Proyección en líneas de investigación  
Entendiendo que los aspectos epistemológicos, cognitivos y didácticos están íntimamente 
relacionados, especialmente pensando en la formación de docentes, proponemos algunas 
preguntas que pueden ser abordadas teniendo en cuenta esas tres grandes dimensiones del 
triángulo didáctico. 

�x Sobre la definición de poliedro: ¿qué consecuencias epistemológicas y didácticas tiene 
asumir una u otra definición de poliedro? Una determinada figura, ¿puede ser poliedro 
según una definición pero no serlo según otra? 

�x ¿Qué tipo de tarea relacionada al concepto de poliedro promueve una mejor transición 
entre los niveles del modelo de Van Hiele? Interesaría en este caso recorrer todo el tramo 
formativo, desde niveles iniciales hasta formación de maestros o docentes.  

�x Inspirados en la investigación desarrollada por Ticknor (2012) relativa a la enseñanza de 
Álgebra en formación de profesores, podemos preguntarnos: ¿cómo contribuye la 
enseñanza del tema Poliedros en los cursos actuales de formación docente al 
conocimiento matemático especializado de los estudiantes? ¿Logran esos estudiantes 
establecer conexiones entre lo que aprenden en las aulas de formación docente y las 
Matemáticas que deben enseñar en nivel primario o secundario? 
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Poli edros  
Nathalia Weigle 

 
Introducción  
En este ensayo se pretende poner de manifiesto la importancia de los poliedros en la 
formación de los futuros maestro de primaria,  y como se podría plantear un acercamiento a 
la enseñanza de las matemáticas en formación docente, planteándose una visión didáctica, 
metodológica y evaluativa. En todo momento, se comparten posibles   factores, variables, 
reflexiones e hipótesis a tomar en cuenta en la enseñanza de la geometría, siendo el rol 
docente en su función de mediador del quehacer educativo; el cual permite proponer 
situaciones que acceden a la aprehensión de los conocimientos geométricos en la 
actualidad desde una perspectiva crítica compleja. 
 
a) Dimensión disciplinaria  
a.1) Génesis epistemológica de Poliedros  
Es necesario que los estudiantes de cualquier nivel de educación pero especialmente en la 
formación de futuros docentes, tengan como parte de sus planes de estudios 
consideraciones de tipo epistemológicas, debido a que estas permiten abordar temáticas 
desde una perspectiva más amplia, en la que se contemple no solamente el conocimiento 
científico como tal sino también la evolución del pensamiento matemático y el impacto que 
ha producido en el hombre y en la sociedad. En este sentido D´Amore (2007, en González, 
2013, p. 16) plantea: 

el desarrollo de la matemática, procede de diversas direcciones, pero no se 
puede negar que, en primera instancia y con gran fuerza, se asocie a la creación 
de conceptos; ahora bien, no se pueden crear conceptos sin delinearlos 
epistemológicamente, por tanto, queriendo sin querer, quien reflexiona sobre el 
desarrollo de la Matemática debe necesariamente plantearse el problema de la 
naturaleza de los conceptos.  

 
Sin conocer el origen y evolución de las ciencias tampoco se logra acceder a nuevos 
avances, en este sentido Ramírez (2010, en González, 2013, p. 23) plantea: 

Los docentes deben conocer la historia de las ciencias y las diferentes posturas 
epistemológicas de las ciencias experimentales, para reconocer y articular en su 
desempeño, la enseñanza de una ciencia que reconozca el cómo, el para qué y 
el qué de la misma, es decir, llevar al aula  de clases discusiones relacionadas 
con el origen de la ciencia  como campo que ayuda a comprender de mejor 
manera, la construcción y dinámica de la ciencia que enseña el docente y que 
además permite la innovación, el fortalecimiento de procesos argumentativos, el 
desmonte del fundamentalismo de las teorías y la discusión de las rupturas y 
problemas en el desarrollo de un concepto científico dentro de su contexto de 
producción.  

 
Si se parte de lo expuesto en la cita, dicha ciencia posee un lenguaje simbólico, pues debe 
su comprensión al modo en que el individuo establece un significado según  su realidad 
sociocultural; ésta logra la aprehensión del conocimiento si incentiva la abstracción, se 
mejoran las destrezas y habilidades cognitivas en el individuo, a través de competencias 
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a.3) Pertinencia disciplinar  de poliedros  en formación docente  
¿Cuál es el sentido de enseñar geometría en la formación docente?, no debemos olvidar 
que los alumnos de magisterio comunicarán e intercambiaran con sus alumnos sus 
conocimientos de tal forma que  fomentaran la creación y transmisión de cultura, donde la  
geometría forma parte de ella. La enseñanza de la Geometría en el marco de la educación,  
según Martínez y Rivaya (1998) cobra importancia debido a que tiene pleno sentido, ya que 
la  Geometría está presente en múltiples ámbitos del sistema productivo de nuestra actual 
sociedad (industrial, diseño, arquitectura, topografía, etc.), otro factor  importante es que a 
través de la forma geométrica se representan elementos de la naturaleza. Porque es un 
componente esencial del arte y de las artes plásticas, porque nos sirve para orientarnos 
reflexivamente en el espacio, para hacer estimaciones sobre formas y distancias, para hacer 
apreciaciones y cálculos relativos a la distribución de los objetos en el espacio. Pero 
principalmente la enseñanza de la geometría ha tenido, en efecto, su importancia basada en  
el carácter deductivo y formal, que fomentado desde la primaria, aún sin el carácter 
algebraico posterior, permite en los estudiantes el desarrollo de ideas intuitivas como 
instrumento hasta lograr las formas deductivas finales. Dentro de esta perspectiva, la 
matemática por ser una ciencia axiomática y formalizada busca dar respuestas a las 
diversas interrogantes que el hombre se formula diariamente, para construir así, su propio 
conocimiento. Pero principalmente el objetivo de su importancia recae en formación docente 
en el sentido de valorar las matemáticas como parte integrante de nuestra cultura, tanto 
desde el punto de vista histórico como desde la perspectiva de su papel en la sociedad 
actual. 
La formación de futuros maestros debe entenderse desde una visión integral, considerando 
a la geometría como una de las ramas de las matemáticas y en especial el tema poliedros 
como un eje dentro de la  geometría del espacio. Dentro de la estructura curricular de 
matemática en la formación de maestros, esto permite a los estudiantes a partir de sus 
aprendizajes previos, la comprensión e importancia,  analizada desde su proceso histórico 
considerando el significado etimológico  de la palabra geometría , "medida de la tierra", nos 
indica su origen práctico y centrando su enseñanza en los procesos de aula a través de 
situaciones problemas cotidianos. Como dice Alaminos (2009) "La matemática nace por las 
propias necesidades de la vida cotidiana y resulta imprescindible para desarrollar las 
capacidades que le permitan resolver problemas de su vida". El aprendizaje de poliedros 
implica ciertos aspectos fundamentales, la geometría utiliza la visualización como 
herramienta para su mejor comprensión; pero no es una herramienta fácil de utilizar para los 
docentes; por esta razón los temas de visualización de objetos tridimensionales son poco 
enseñados; los libros de texto no ayudan en su enseñanza puesto que no traen 
herramientas que permitan su enseñanza; solo se enfocan en la figuras planas dejando de 
lado el tema sin permitir hacer una representación real del objeto, no se trabaja en espacios 
conocidos sino con representaciones de espacios ficticios y personajes imaginarios. 
(Godino, 2011) Es importante en geometría principalmente utilizar diferentes registros tanto 
para la visualización como para la descripción (palabras, símbolos, signos, fórmulas, 
expresiones, figuras o gráficos) “la visualización como elemento de comunicación y 
cognición, el campo de las representaciones semióticas, el campo de la modelación como 
aspecto integrador de distintas representaciones y en el contexto real donde muchas veces 
se desprenden las situaciones matemáticas.” (Planchart, 2012) En una época en que la 
tecnología invade cualquier ámbito de la vida, es necesario que los futuros docentes utilicen 
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objetos externos o internos (al sujeto) y su reconstrucción o representación interna 
adecuada” (p. 417), lo que propicia a originar un conjunto de información almacenada 
mediante el aprendizaje (a posteriori), o a través de la introspección (a priori), esa 
reorganización y resignificación de contenidos es fundamental en formación docente. Por 
otro lado otros investigadores afirman, “…los alumnos pueden manifestar una aparente 
comprensión y conocimiento pero puede ser que no sean capaces de aplicar esa 
comprensión y conocimiento para resolver los problemas prácticos relativamente complejos 
a los que tiene que enfrentarse” (D´Amore, Díaz y Fandiño, 2008, p. 7), pues surge la 
siguiente pregunta: ¿cómo se debe enseñar la geometría para lograr un verdadero episteme 
de esta rama de la matemática? principalmente se debe considerar al docente como 
mediador del aprendizaje del quehacer educativo  se deben proponer situaciones donde el 
estudiante  acceda a ensayar, buscar, plantear soluciones, confrontar sus ideas con sus 
compañeros, discutir y aplicar su propia lógica para resolver conflictos que surjan en su 
contexto; a pesar, que el alumno desde temprana formación escolar comienza a estructurar 
espontáneamente el espacio, amerita  de todos modos que el docente indague en relación a 
las experiencias que han construido los estudiantes previamente para ampliar sus 
conocimientos en dirección de un trabajo pedagógico intencional. Según Medina Rivilla 
(2009), es importante el conocimiento de la didáctica para desarrollar de forma adecuada el 
proceso enseñanza-aprendizaje; clarificando y creando escenarios necesarios, estrategias 
de aprendizaje mucho mejores que los tradicionales. 
 
Objetivos generales  

�� Fortalecer la construcción de conceptos que promuevan el pensar en la escuela y la 
enseñanza de la geometría evitando simplificaciones, reflexionar e interpretar sobre las 
razones que hacen que ciertas prácticas y concepciones se prioricen sobre otras. 

�� Promover en los futuros docentes el desarrollo de herramientas para ser sus propios 
formadores en forma continua.   

�� Diseñar, desarrollar y validar un ambiente de aprendizaje basado en problemas para la 
enseñanza de poliedros y sus propiedades, para promover el desarrollo del pensamiento 
espacial y los sistemas geométricos de los estudiantes de magisterio. 

 
Objetivos específicos 

�� Reconstruir, describir, relacionar conceptos y enunciar propiedades geométricas 

�� Identificar y utilizar relaciones geométricas para aplicar su enseñanza relacionada a la 
cotidianidad.  

�� Construir poliedros usando diferentes estrategias. 

�� Analizar las principales dificultades del proceso de enseñanza - aprendizaje de la 
geometría, comparando investigaciones respecto al tema desde una postura crítica. 

�� Analizar la pertinencia de la solución de un problema. 

�� Reconocer regularidades y realizar conjeturas a través de las Tic´s. 

�� Componer, descomponer, truncar o seccionar cuerpos para obtener otros cuerpos. 
�� Utilizar métodos inductivos para formular conjeturas sobre propiedades geométricas. 

�� Representación plana de cuerpos geométricos. construcción del desarrollo plano de 
cuerpos geométricos.     
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detienen en el estudio de aspectos y propiedades geométricas, sino que van directo al 
desarrollo de actividades de identificación por sus nominaciones, cálculos de ángulos, áreas 
y volúmenes o repetición de propiedades, sin considerar en sus planificaciones el  diseño de 
tareas que proponga a los estudiantes sostener la validez de una afirmación o conjetura 
mediante la explicación y la prueba para finalmente hacer la demostración. 
¿Qué es un poliedro? Seguramente si en una clase el profesor propone dibujar un 
heptaedro a uno de sus alumnos, por más que todos sepan sus características, es probable 
que tengan diferentes imágenes visuales (convexos y  cóncavos) o tal vez ninguna de ellas. 
Otra consigna polémica a considerarse según Alsina, Fortuny y Pérez (1997) sería plantear 
la siguiente preguntar a un estudiante ¿Limita la superficie del heptaedro? La respuesta es 
"no" si se define superficie como "limitadora" y sólo si es frontera del poliedro en el sentido 
de separar el interior del exterior del poliedro. Pero la respuesta sería "sí" si definimos la 
superficie como "limitadora" y sólo si es la frontera del poliedro en el sentido de que contiene 
todas sus caras. Luego el problema está en definir "limitar" y "frontera". Estas son algunas 
de las dificultades en la enseñanza de la geometría  

...la complejidad de la educación geométrica a diferencia de la educación 
numérica, radica en la omnipresente e inevitable dialéctica entre la 
conceptualización y la visualización […] De esta manera, la Geometría puede ser 
considerada una búsqueda de modelos guiada tanto por el ojo visual como por el 
ojo de la mente. (Fortuny, 1994)   

 
Muchos de los errores que cometen los alumnos se deben a que tienen imágenes 
conceptuales pobres sobre los temas sin olvidar que en Geometría el concepto está muy 
ligado a la imagen conceptual. Es importante aclara que la función del docente del instituto 
no se enfocará en solo definir objetos geométricos sino de conceptualizarlos. Las tareas de 
conceptualizaciones que se debe plantear se refieren a la construcción de conceptos y sus 
relaciones geométricas. Por ese motivo para enriquecer la imagen conceptual de cualquier 
figura es necesario trabajarla y explorarla de diferentes maneras. Se pretende que la imagen 
conceptual de un objeto geométrico esté lo más cercanamente posible al concepto en cada 
caso. Por ejemplo según el Modelo Duval, de acuerdo con la enseñanza y el aprendizaje de 
la geometría se  involucran, como mínimo, tres actividades cognitivas la construcción, que 
alude al diseño de configuraciones mediado por instrumentos geométricos; el razonamiento 
relacionado con procesos discursivos y la visualización, cuya atención recae en las 
representaciones espaciales. 
Otro modelo a plantear es el de Van Hiele  que surgió producto de la observación de los 
problemas cotidianos que se presentan en las aulas. Según Los Van Hiele eran dos esposos 
holandeses, profesores de secundaria, que reflexionaron sobre la problemática relacionada 
con la incomprensión, por parte de los estudiantes, de la materia que ellos les explicaban 
que los alumnos podían clasificarse en cinco niveles, 1) visualización o reconocimiento, 2) 
análisis, 3) ordenación y clasificación, 4) deducción formal y 5) rigor, este modelo, a pesar 
de la “antigüedad”, representa las actuales líneas de investigación en Didáctica de las 
Matemáticas y constituye una teoría propia en la investigación en geometría. Este modelo 
incluye dos aspectos, uno descriptivo y otro prescriptivo. El primero intenta explicar cómo 
razonan los estudiantes a través de una secuencia de niveles de razonamiento. El propósito 
de exhibir los niveles de razonamiento geométrico de Duval y de Van Hiele, es para tomar 
conciencia de que los profesores deben tener conocimiento de que el razonamiento 
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polígonos y que fuere posible ir del interior de un poligonal interior de otro, 
siguiendo un camino que no cruce nunca una arista por un vértice. (Alsina, 
Fortuny y Pérez, 1997) 

 
Hasta el momento se ha utilizado la idea intuitiva de que los poliedros son superficies 
"cerradas", es importante en esta instancia pensar en el rol del docente al moderar  y guiar 
estas discusiones  evitando la ansiedad de llegar a la definición adecuada e ir aportando 
herramientas de análisis y contraejemplos que les permitan a los estudiantes cuestionarse 
su razonamiento, para obtener  la construcción del conocimiento que son tan importantes 
como la definición  final en sí. Con esta última definición también pueden surgir discusiones 
tales como si el "polígono es un sólido" o tiene solo una frontera, ahora nuevamente ¿el 
octaedro de Bricard es un poliedro según la última definición? Observamos nuevamente que 
nos quedamos cortos con la definición de poliedro. 

Cuarta definición: un poliedro es el lugar geométrico formado por los puntos del 
espacio que pertenecen a una superficie poligonal dispuesta de tal forma que: 
1) En cada arista se encuentran exactamente dos caras.  
2) Es posible ir desde el interior de un polígono al interior de otro siguiendo un 
camino que no cruce nunca una arista a través de un vértice. 
3) Las caras sólo se cortan a lo largo de las aristas. (Alsina, Fortuny y Pérez, 
1997) 

 
Finalmente con esta definición  se logra introducir en el concepto de "superficie poliédrica" 
más claramente. Pero llegamos a responder ¿un poliedro puede tener huecos?, pensando 
en una  

Quinta definición: Un poliedro es el lugar geométrico formado por los puntos del 
espacio que pertenecen a una superficie poligonal dispuesta de tal forma que:  
1) En cada arista se encuentren exactamente dos caras.  
2) Es posible ir desde el interior de un polígono al interior de otro siguiendo un 
camino que no cruce nunca una arista a través de un vértice.  
3) Las caras no pueden cortarse más que por las aristas.  
4) no pueden tener "huecos". (Alsina, Fortuny y Pérez, 1997)   

 
Con esta nueva definición surge un nuevo problema: los túneles no serán poliedros. ¿Se 
puede cambiar algo para poder solucionar esta definición? 

Sexta definición: Un poliedro convexo es el lugar geométrico formado por los 
puntos del espacio que pertenecen a una superficie poligonal dispuesta de tal 
forma que:  
1) En cada arista se encuentren exactamente dos caras.  
2) Es posible ir desde el interior de un polígono al interior de otro siguiendo un 
camino que no cruce nunca una arista a través de un vértice.  
3) Las caras no pueden cortarse más que por las aristas.  
4) Tiene que existir, como máximo, un sólo polígono en la intersección del 
poliedro con cualquiera de los planos posibles desde cualquier punto del 
espacio. 
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Selección de contenidos disciplinarios involucrados en el desarrollo curricular de Poliedros 
Ángulo diedro convexo, Ángulo triedro, Ángulo poliedro convexo. Conceptos básicos. Los 
ángulos poliedros. Definición de Poliedro. Superficie poliédrica convexa. Definición de 
puntos exteriores al poliedro. Poliedros convexos. Teorema de Euler. Poliedros regulares. 
Teorema de Existencia de los cinco poliedros regulares. Tetraedro regular. Cubo. Octaedro 
regular. Dodecaedro. Icosaedro. Poliedros regulares conjugados. Centro de un poliedro 
regular.  Poliedros de Platón. Secciones planas. Poliedros regulares conjugados. Distancias 
de los vértices, caras y aristas de un poliedro regular a un centro. Los poliedros regulares 
estrellado. Prisma. El paralelepípedo. El ortoedro. Teorema de Pitágoras en el ortoedro. La 
pirámide. Cálculo de áreas y volúmenes de los diferentes poliedros. Secciones y desarrollos. 
 
b.3) Posibles estrategias didácticas a emplear  en la  enseña nza de poliedros en 
formación docente  
Debido a la actual heterogeneidad cultural y social que se encuentra hoy en aula de 
formación docente, se deben pensar como objeto de reflexión múltiples alternativas y 
estrategias para mejorar el aprendizaje de todos los estudiantes reconociendo que esto no 
es más que un reflejo de lo que los futuros maestros deberán enfrentar en sus escuelas. A 
continuación se enumera una serie de posibles estrategias a emplear: 

�� La resolución de problemas como eje transversal, permitiendo investigar dónde y cómo 
han surgido estos problemas, analizando que otros problemas les dieron origen o están 
vinculados a ellos como evolucionaron sus soluciones que usos matemáticos poseen en 
la actualidad y cómo influyen las herramientas tecnológicas en sus soluciones. Siempre 
tendiendo a lograr mejorar en el desarrollo de la metacognición matemática al pensar y 
analizar en los obstáculos que se encontraron en la resolución, logrando mejorar el 
vocabulario específico, la claridad y coherencia de la comunicación entre lo que se hace y 
lo que se teoriza.  Es importante que los problemas seleccionados sean intra y 
extramatemática, abiertos y variados que le permitan a los estudiantes la resolución por 
diferentes estrategias y representaciones, buscando especialmente aquellos que tengan 
varios abordajes.  

�� Utilizar el juego como herramienta para generar reflexión acerca de los conceptos 
matemáticos y de las propiedades. Esta reflexión es la base para construir las propias 
ideas matemáticas, produce entusiasmo y motivación. Posibilitan el trabajo individual, 
adaptándose a las necesidades de cada alumno, y el trabajo en equipo ya que dan lugar 
al debate, al contraste de ideas y al trabajo colectivo 

�� Fichas de trabajo que impliquen exposiciones orales con el fin de ir convirtiéndose en 
curadores de información de forma reflexiva a través de la búsqueda de  diversas fuentes 
páginas en internet, libros de texto, textos académicos, etc. 

�� Utilización de software  matemático y diferentes recursos tecnológicos para  analizar los 
posibles fines, ventajas y limitaciones en la enseñanza de las matemáticas, pudiendo los 
estudiantes vivir experiencias con ellas que les permitan reconocer potencialidades para 
su aprendizaje y posterior  enseñanza, porque es improbable que un estudiantes 
incorpore estas herramientas en su desempeño futuro si no lo han logrado como alumno. 
Como  dice Pontes (2005, en Camargo, 2014):  

El uso educativo de las TIC fomenta el desarrollo de actitudes favorables al 
aprendizaje de la ciencia y la tecnología (…), el uso de programas interactivos y 
la búsqueda de información científica en Internet ayuda a fomentar la actividad 
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que permiten organizar las secuencias de enseñanza y así ayudar a los estudiantes a 
avanzar de un nivel de razonamiento inferior a uno superior. 

 
b.4) Posible secuencia que se pueden aborda r dentro del tema poliedro s en formación 
magisterial  
Contenidos Matemáticos: Características y clasificación de los poliedros. Tiempo: 2 horas 
Objetivos: Promover en los futuros docentes el desarrollo de herramientas para ser sus 
propios formadores en forma continua. Investigar la construcción histórica y epistemológica 
de los contenidos matemáticos. 
Estrategias y actividades a modo de ejemplo: 
Consigna: ¿Considera que la definición de Poliedro planteada por Pitágoras puede ser 
adoptada en la actualidad? ¿Puede dicha definición cambiar los conceptos actuales? 
Justifica. ¿En qué se basó Teeteto para afirmar la existencia de cinco poliedros sólidos 
convexos? ¿A qué se considera el Misterio Cósmico propuesto por Kepler? ¿A qué se le 
denominan los poliedros de Platón? Para realizar el trabajo deberás reunirte junto con otros 
compañeros (un máximo de 4  personas), con las cuales formarás un equipo de trabajo. Por 
ser un trabajo colaborativo de corte investigativo de  enfoque histórico. Profundizar la 
investigación en: ¿Qué preguntas incentivaron a dichos descubrimientos? ¿En qué época? 
¿Quiénes? ¿Se pueden resolver de la misma forma hoy en día, esas interrogantes o se 
tienen otras herramientas? Justifica.  
Debe recordar que para ser parte del equipo tendrá que participar activamente en todas las 
instancias del trabajo. La calificación del equipo contemplará los siguientes aspectos: 
presentación oral de la clase y el material elaborado. Para el informe final entregado (se 
tendrán en cuenta en este punto tanto el material elaborado como las correcciones  e 
intercambios realizados por los compañeros luego de la defensa oral).  Indicador de 
evaluación e instrumento Rúbrica elaborada con los estudiantes. Informe escrito (15 hojas 
máx.) formato ensayo, normas APA. Defensa oral de la investigación realizada. 
 
Contenidos Matemáticos: Clasificación y propiedades. Tiempo: 3 horas. Estrategias y 
actividades a modo de ejemplo: Objetivo: -Fomentar la profesionalización docente a través 
de la reflexión del trabajo en el aula. -Centrar y aplicar el juego y la construcción de 
materiales didácticos como estrategia para lograr diferentes formas de aprender y enseñar 
matemática 
Estrategias y actividades: Propuesta de construcción  y diseño de  un juego de caja 
visionando su aplicación en la práctica docente. Consigna: Construcción de un juego que 
involucre la clasificación de poliedros. Para elaborar el juego deberás tener en cuenta los 
siguientes aspectos: 
1) Debe incluir una clara descripción de las instrucciones a seguir para jugar. En las mismas 
deberá aparecer: objetivo del juego, tiempo previsto para su desarrollo, cantidad de 
jugadores, procedimiento y reglas. Sugerencia: Buscar algún juego de caja y leer sus 
instrucciones como guía para elaborar las propias. Si usaran como base algún juego ya 
existente mencionarlos así como la fuente donde lo encontraron. Máximo: una carilla 
2) El juego debe presentarse en formato “juego de caja” y en consecuencia debe elaborarse 
el empaque junto con todos los materiales necesarios para jugar (tablero, fichas, tarjetas, 
reloj, etc.) 
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mediante diferentes procedimientos, analizando las ventajas y desventajas de cada uno. 
Utilizar la tecnología como herramienta de reflexión. 
 
Contenidos Matemáticos: Definición. Desarrollos planos. Secciones planas. Tiempo: 4 horas 
Objetivos: Identificar figuras en el espacio y en el plano. Relacionar  diferentes métodos de 
representación. Calcular áreas y volúmenes. Deducir propiedades y relaciones a partir de 
las secciones. Adquirir un manejo eficiente de los recursos y las nuevas tecnologías de la 
información y la comunicación.   
Estrategias y actividades a modo de ejemplo: Ficha 4: Poliedros convexos  
Actividad a. (Extraída de Godino y Ruíz (2002), Geometría  y su didáctica para maestros.  
520 p. Universidad de granada. http://www.ugr.es/local/jgodino/edumet_maestros.) 
Se plantea una imagen representando 4 poliedros (regulares y semirregulares) y 5 patrones. 
Relacionar mediante una flecha cada poliedro con el patrón correspondiente. Justifica tu 
conexión en cada caso. 
b. Construya por lo menos uno de los siguientes poliedros que se obtienen al truncar un 
poliedro regular,  Plante un programa de construcción usando Geogebra  para "seccionar los 
poliedros" como los analizados en el apartado anterior. 
Explique el procedimiento seguido en cada caso. Identifique el nombre y características de 
cada poliedro obtenido.  
c. Muestre el desarrollo en el plano de los poliedros construidos. Reconozca la forma de las 
caras de cada poliedro y relacione el área de estas caras con el área total del poliedro 
obtenido usando la herramienta de medida Área. 
d. Calcule el volumen de los poliedros construidos usando la herramienta de medida 
Volumen.  
e. Actividad (Extraída de Godino y Ruíz, 2002) 
Se quiere construir una caja con forma de tronco de pirámide. Más abajo se plantean 
diferentes desarrollos. Señala las que efectivamente permiten hacer construcciones. 
f. Realice la construcción de un modelo de tetraedro con sección en cartulina con diferentes 
longitudes de aristas 5cm y 10cm respectivamente, realiza una sección con un plano 
paralelo a la base ¿existe alguna relación entre polígono determinado por la sección y el de 
la base? Justifica tu respuesta. (Compara medidas de longitudes) 
Indicador de evaluación e instrumento: Entrega de Fichas con actividades y modelos 
relacionados. Mesa de debate de estrategias, exposiciones orales, trabajo colaborativo, 
compromiso.  
 
c) Dimensión evaluativa  
c.1) ¿Qué herramientas se pueden proponer para la evaluación  de formación 
docente ? 
La evaluación permite analizar el proceso de enseñanza-aprendizaje que se ha planteado 
con los estudiantes. Accede a obtener información sobre la comprensión del tema y la 
eficacia de la enseñanza para tomar futuras decisiones, que logren corregir  y mejorar 
estrategias, además de considerar propuestas que admitan la atención a la  diversidad del 
alumnado, valorando la opinión de los estudiantes en la construcción de rúbricas o 
dispositivos adecuados. Será relevante evaluar en forma periódica las innovaciones 
prácticas, formuladas ya sea desde el vértice teórico como desde el metodológico o técnico, 
considerando para las mismas una variedad de estrategias, como por ejemplo: 
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reflexionar y contribuir en el quehacer matemático productivo dentro de la formación 
docente. Encontrar y brindar mayor prioridad a la enseñanza de la geometría mediante 
ambientes de aprendizaje que permitan a los estudiantes establecer relaciones geométricas 
de diferentes formas, potenciando el razonamiento, generando preguntas y respuestas, 
usando el conocimiento para explorar distintos caminos en su solución.  Encontrar nuevas y 
variadas estrategias y herramientas que favorezcan el aprendizaje para poder así generar 
motivación y avances en el proceso de enseñanza-aprendizaje. Una de las herramientas 
propuestas será el uso de software GeoGebra,  debido a las características de la Geometría 
y su trabajo escolar  ya que la misma debe servir para ayudar a describir y analizar el 
espacio (Climent, 2011), por lo que se considera imprescindible la realización de actividades 
atractivas con herramientas  de forma  intuitiva. Este software permitirá suplir algunas 
posibles carencias, posibilitando el aprendizaje autónomo y promueve la profundización en 
conocimientos geométricos básicos de forma interactiva, como se haría con regla y compás, 
pero en este caso haciendo uso de herramientas TIC’s. Como indican Barrera, Infante y 
Liñán (2013)  

GeoGebra ayuda a comprender conceptos matemáticos que de otra manera, 
más tradicional –geometría estática vs dinámica– se reducirían a la mera 
memorización y potencialmente generarían errores de concepción. Con esta 
herramienta se pueden trasladar demostraciones y construcciones matemáticas 
de los libros de texto a una pantalla dinámica e interactiva, con la posibilidad de 
observar cómo varían tanto los objetos gráficos como sus respectivas 
representaciones algebraicas al realizar algún cambio, facilitando así la 
compresión de los mismos, la construcción de las relaciones entre las figuras y 
formas y el reconocimiento de las características críticas que pueden de finir a 
una figura en el plano o en el espacio. 

 
Pregunta o problema de la investigación 
¿Qué conocimientos sobre Geometría (Poliedros) precisa el maestro en formación? 
 
Objetivo generales de la investigación 

�� Realizar un estudio exploratorio, sobre  la comprensión y los conocimientos necesarios 
de Poliedros ara un futuro maestro 

�� Diseñar y aplicar una estrategia para promover el aprendizaje de Poliedros y su 
aplicación en diferentes contextos.  

 
Objetivos específicos 

�� Identificar las dificultades que presentan los estudiantes en el aprendizaje de  Poliedros. 

�� Diseñar, elaborar y aplicar  instrumentos en el aula para plantear una  estrategia didáctica 
fundamentada en la resolución de problemas  utilizando Geogebra.  

�� Desarrollar habilidades para la comprensión, visualización, aplicación e interpretación de 
situaciones que requieren del uso de geometría en diferentes contextos. 

�� Evaluar el aprendizaje logrado por los estudiantes con el objetivo de mejorar la práctica 
docente a través de una reflexión crítica. 

 
Metodología. Investigación cualitativa de corte etnográfico  
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que quiera usarse pero que puede ser puesta de lado, gracias al dinamismo y a la 
recursividad de los docentes.  

�� Se puede enseñar la curiosidad por redescubrir a cada paso lo que ya se conoce, siendo 
consciente de que siempre se puede descubrir más, no solo en cuanto a nuevos 
conocimientos, sino también a nuevas aplicaciones, nuevas formas de interpretar, nuevas 
motivaciones y lograr comprometer a los futuros docentes a una búsqueda constante 
dentro de su propio conocimiento, alcanzando una transformación activa de aquello que 
se quiere enseñar.  

�� La variedad de estrategias didácticas, la conexión con otros contenidos curriculares 
aplicados y la metacognición de su práctica matemática permiten al futuro docente 
analizar  y atender el compromiso ético con su desempeño laboral.  

�� Incorporar en la función docente actual el sentido de compartir, comunicar y difundir para 
contribuir en el quehacer matemático productivo. 

�� El uso de las TIC´s son una parte fundamental tanto de nuestra sociedad como de 
nuestro sistema educativo, por lo que se debe encontrar una manera de integrarlas en las 
aula, como apoyo en el aprendizaje, y como parte de la construcción de nuevas 
Matemáticas. Es una herramienta que ayuda a los docentes para preparar estrategias de 
aprendizaje  y  sirve como recurso  para ampliar los conocimientos. Por  ese motivo son 
un elemento fundamental en el desarrollo del aprendizaje de los alumnos y son una 
buena herramienta para los docentes. 
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&!41!&'41/! z9!/&-</4&3(!
#&$

#,#:#;
9!H!(,C!,@)1,*I(51/-1!A&415&,!&8-1/1'!41'*I(4(,!41!&'41/! T>!

0*!$! (45*-1! -&4(,! 3(,! 41'*I(4(,! A(')*(31,! 41! &'41/ ! T! H! (415<,! ,&/! )&/-*/@(,9! ,&8'1! " 9!
41)*5&,!L@1!$!&,$+&$18*,&!b?!1/! " >!





!
!

"Z$ !

)&/! } ( U9!€ v U # ~g!H9!1B*,-1!$%€ & U!41! )3(,1! b0!41!5&4&!L@1!• . 8C: / + < • $.8/ + : !

A('(!-&4&! . 8C: / ( € v Ug!H!(415<,! ,*!8 ( € !1/-&/)1,!
#$%- '

#- !
+ 5

34 56785699
36!

34 56785699
3: 2

!

!
9"#"!$@36&/2*'(3, $
%(,-(! (2&'(! 215&,! ,@A@1,-&! L@1! 3(,! 7@/)*&/1,! L@1! -'(-<8(5&,! 1,-(8(/! 4(4(,! 41! 7&'5(!
1BA3C)*-(9! 1,! 41)*'9! 3(,!pI('*(831,! 41A1/4*1/-1, p! ,1! 1BA'1,(8(/! 1/! 7@/)*:/! 41! pI('*(831,!
*/41A1/4*1/-1, p9!)&5&!A@141!&8,1'I(',1!1/!3&,!1M15A3&,!A'&A@1,-&,!(/-1'*&'51/-1> !0&/!3(,!
)3<,*)(,! $%" & ! " 9!)&/! " # ! ! 9!4&/41!: + $.8/ !A&'!1M15A3&>!
0*/! 158('.&9 !A&415&,!1/)&/-'('!'13()*&/1,!7@/)*&/(31,!&!1)@()*&/1,!1/!3(,!L@1!3(,!I('*(831,!
41A1/4*1/-1,! /&! ,1! 1BA'1,(/! 1BA3C)*-(51/-1! )&5&! 7@/)*&/1,! 41! 3(,! */41A1/4*1/-1,> ! W&'!
1M15A3&9! ,*! )&/,*41'(5&,! • %! / v ! 7 & ! ! )&/ ! • .89: 9o/ + : / o 3 8.0j o 5 , /9! H! -&5(5&,! 3(!
'13()*:/! • . 89: 9o/ + <!r1,!A&,*831!2(33('!$%€ # ! / & ! !41!5&4&!L@1!o + $. 89: / !)&/! € !1/-&'/&!
41!. , 95 , / !H!, + $. , 95 , / s!!
?3!-1&'15(!41!3( !7@/)*:/!*5A3C)*-(!/&,!(,1.@'(!8(M&!)*1'-(,!)&/4*)*&/1,!H!)&/!)('<)-1'!3&)(3!3(!
1B*,-1/)*(!41!4*)2(! 7@/)*:/9!(@/L@1!/&!,1!A@14(!2(33('!1BA3C)*-(51/-1>!
!
972! 8$*0(C*!(*-%,&. !
9"!"#$>&3'&6*$+&$8*$?0/1(A/$(/)&',*$
>&3'&6* >!01(! $%" & ! ! 9! )&/! " ! @/! ,@8)&/M@/-&! (8*1'-&! 41!! ! 9! ' ( " 9!41! )3(,1! b09!!
‚iƒ Mu$. ' /N? <9!1/-&/)1,!1B*,-1! € !1/-&'/&!41! ' !H!~!1/-&'/&!41! } + $. ' / !41!5&4&!L@1!3(!7@/)*:/!
$%€ & ~! 1,! 8*H1)-*I(! E*/I1',(! 3&)(3 G9!$4 0%~ & € ! 1,! 41! )3(,1! b0! H! (415<,! ,1! )@5A31!!
u$4 0. : / + Mu$.8/N4 09!S$4 0. : / + MS$.8/N4 0>!
!
9"!"! $ @36&/2*'(3, $
?/!.1/1'(39!)@(/4&!1,-@4*(5&,!7@/)*&/1,!41!I('*(,!I('*(831, 9!I15&,!L@1!1,-(,!/&!(45*-1/!
7@/)*:/! */I1',(! E/&! 2(H! 8*H1)-*I*4(4G>! W('(! 1,-@4*('! )*1'-(,! A'&A*14(41,! 1/! 13! (/<3*,*,! 41!
7@/)*&/1,9!(3)(/\(!L@1!A@14(!417*/*',1!1/!@/!1/-&'/&!41!@/!A@/-&!@/(!*/I1',(!3&)(3>!?,1!1,!
13!&8M1-*I&9!I1'!L@K!)&/4*)*&/1,!2()1/!7(3-(!A('(!L@1!1B*,-(!1,(!*/I1',(!3&)(3> !
!
W('(!7*M('!*41(,!)&/,*41'15&,!13!,*.@*1/-1!1M15A3&>!
01(! $%! / & ! / !)&/! $.89: / + .6- cde. : / 96- eij . : / /9!7@/)*:/!41!)3(,1! b09!L@1!)3('(51/-1!/&!
1,!*/H1)-*I(!H(!L@1!$.89: / + $.89: 3 ; Hw/ !A('(!-&4&! . 89: / ( ! / !H!A('(!-&4&!H( „ >!r01'<!L@1!
1B*,-1!(3.`/!,@8)&/M@/-&!" !41!! / !4&/41! $!1,!*/H1)-*I(s!?/!)(,&!(7*'5(-*I&!r3(!*/I1',(!L@1!
A@141!417*/*',1!1,!41!)3(,1!b0!,&8'1! $. " / s!
!
979! GHI(?)&!/!?F*(?)&!,%6.'(-)& !
9"9"#$4B2'&63,$'&8*2()3,$
01(! $%" & ! 9!)&/! " !@/!(8*1'-&!41!! ! 9!41)*5&,!L@1!$!-*1/1!@/!6MB(63! '&8*2()3!1/! ,&/2(+3!
*678(3!1/! ' ( " 9!,*!1B*,-1!€ # " !1/-&'/&!41! ' 9!4&/41!$.8/ q $. ' / !…8 ( € >!
61!7&'5(!,*5*3('!417*/*5&,9! $!-*1/1!@/!6L/(63 !'&8*2()3!1/! ,&/2(+3!*678(3!1/! ' ( " 9!,*!1B*,-1!
€ # " !1/-&'/&!41! ' 9!4&/41!$. ' / q $. 8/ !…8 ( € >!
;2&'(! 1/! ,1/-*4&! 1,-'*)-&>! 6 1)*5&,! L@1!$! -*1/1! @/!6MB(63 ! '&8*2()3! 1/! ,&/2(+3! &,2'(123! 1/ !!!!!!!!
' ( " 9! ,*! 1B*,-1!€ # " ! 1/-&'/&! 41! ' 9! 4&/41!$.8/ † $. ' / ! …8 ( € 5 s' t>! 61! 7&'5(! (/<3&.(9!
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"ZY!

9"9"<$@3/+(1(A/$,0?(1(&/2&$+&$&B2'&63$
>&3'&6* >!01(! $%" & ! ! )&/! " ! @/! (8*1'-&! 41! ! ! 9! 41! )3(,1! b / ! 1/! " ! H!' ( " ! @/! A@/-&!
1,-()*&/('*&>!^(31!3&!,*.@*1/-1c!
S>!0*!S/ $&!1,!417*/*4(!A&,*-*I(!1/-&/)1,! $!-*1/1!1/! ' !@/!5C/*5&!'13(-*I&!
">!0*!S/ $&!1,!417*/*4(!/1.(-*I(!1/-&/)1,! $!-*1/1!1/! ' !@/!5<B*5&!'13(-*I&!
#>!0*!S/ $&!/&!1,!417*/*4(!/*!,15*417*/*4(9! $!/&!-*1/1!1/! ' !@/!1B-'15&!'13(-*I&!
!
:;,&')*1(A/ >!a1)&'415&,!L@1!4(4(!3(!7&'5(! )@(4'<-*)(! S/ $&9!A&415&,! I1'! ,*!1,!417*/*4(!
1,-@4*(/4&!13!,*./&!41!3&,!I(3&'1,!A'&A*&,!41!3(!5(-'*\!,*5K-'*)(!(,&)*(4(>!^1(5&,! (3.@/&,!
1M15A3&, >!
!!
Se! 01(! $%! / & ! ! 4(4(! A&'! $. 89: / + 8/ 3 : / 3 ; 8 5 Š: 3 , F! k$.89: / + . ; 8 3 ; 9; : 5 Š/ !
?/-&/)1,! k$.89: / + ‡ • . 89: / + . 5 , 9; />! ;415<,9! 3(! 5(-'*\! ,*5K-'*)(! (,&)*(4(! (! 3(! 7&'5(!

)@(4'<-*)(! E5(-'*\! 21,,*(/(G! 1,! ‹

#$$%- 58'

#. ' #. '

#$$%- 58 '

#. ' #. $

#$$%- 58'

#. $#. '

#$$%- 58 '

#. $#. $

Œ+ @; <
< ;

A9! A&'! 3&! L@1! (3! -1/1'! 3&,! 4&,!

I(3&'1,! A'&A*&,! A&,*-*I&,9!S/ $%4 05/ ' ! 1,! 417*/*4(! A&,*-*I(! H! A&'! )&/,*.@*1/-1! $! A'1,1/-(! @/!

5C/*5&!1/! . 5 , 9; / 9!L@1!I(31!$. 5 , 9; / + 5 ,< >!
!
"e! 01(! ( 2&'( ! $%! / & ! ! )&/ ! $.89: / + 5 8/ 5 z: / 3 ; 8 3 z: 3 , F! ?3! .'(4*1/-1! L@14( !!!

k$.89: / + .5 ; 8 3 ; 95 • : 3 z/ F!?/-&/)1,! k$. 89: / + ‡ • .89: / + @, 9
0

/
A>!N(!5(-'*\!21,,*(/(!1,!

‹

#$$%- 58'

#. ' #. '

#$$%- 58'

#. ' #. $

#$$%- 58'

#. $#. '

#$$%- 58'

#. $#. $

Œ+ @5 ; <
< 5 •

A9!A&'!3&!L@1!(3!-1/1'!3&,!4&,!I(3&'1,!A'&A*&,!/1.(-*I&, 9!S/ $
205

'
$
3
!

1,!417*/*4(!A&,*-*I(!H!A&'!)&/,*.@*1/-1!$!A'1,1/-(!@/!5 <B*5&!1/! @, 9
0

/
A9!I(31!$ @, 9

0

/
A+

00

H
>!

!
#e! J&515&,! $%! / & ! ! )&/! $. 89: / + 5 8/ 3 ; : / 3 ; 8 5 ; : 3 ; F! ?3! .'(4*1/-1! 1/! @/!A@/-&!

)@(3L@*1'(! L@14(!k$. 89: / + . 5 ; 8 3 ; 9Š: 5 ; />! ;,C! L@1!k$. 89: / + ‡ • . 89: / + @, 9
0

/
A>! N(!

5(-'*\!21,,*(/(!1,! ‹

#$$%- 58'

#. ' #. '

#$$%- 58 '

#. ' #. $

#$$%- 58'

#. $#. '

#$$%- 58 '

#. $#. $

Œ+ @5 ; <
< Š

A!A&'!3&!L@1!$!/&!A'1,1/-(!1B-'15&!1/! @, 9
0

/
A>!

;L@C!41)*5&,!L@1!2(H!@/!A@/-&!,*33(!&!A@/-&!41!1/,*33(4@'(!1/!f , 9
0

/
9$ @, 9

0

/
Ag>!

!
: ! E&+%0')&!1(1H0'(0)&!
?3! -15(! 131.*4&! 1,! 41! ,@5(! '131I(/)*(! 1/! 3(! 7&'5()*:/! 4&)1/-19! 1/! A('-*)@3('! 1/! 3(!
?,A1)*(3*4(4!F(-15<-*)(> !61,41!13!A@/-&!41!I*,-(!-1:'*)&!(A&'-(!.1/1'(3*4(4!(!3&,!)&/)1A-&,!
1,-@4*(4&,! A('(! 7@/)*&/1,! '1(31,! 41! @/(! I('*(831! '1(3>! 61! 1,-(! 7&'5(9! I('*(,! )@1,-*&/1,!
1,-@4*(4(,! 1/! ;/<3*,*,! D9! A&'! 1M15A3&9! A@141/! I1',1! (2&'(! )&5&! )(,&,! A('-*)@3('1,! 41!
7@/)*&/1,!'1(31,!41!I('*(831,!'1(31,> !
+@(/4&!I(5&,!(!1,-@4*('!13!)&5A&'-(5*1/-&!41!@/(!7@/)*:/!1/!3&,!(3'1414&'1,!41!@/!A@/-&!
1,!/(-@'(3!)&/,*41'('!3(!7@/)*:/!3*/1(3!L@1!51M&'!(A'&B*5(!3(!I('*()*:/!41!3(!7@/)*:/!(!1,-@4*(' >!
W('(!133&!4*)2(!7@/)*:/!3*/1(3!4181'C(!1B*,-*'>!61!1,&!,1!&)@A(!3(!6*71'1/)*(8*3*4(4>!W&'!133&!3(!
*5A&'-(/)*(!413!-15(>!N(,!7@/)*&/1,!3*/1(31,!,&/!5@H!7<)*31,!41!-'(8(M('!H!5(/*A@3('>!;,C!L@1!
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!

"ZT!

4181! A&41'! 3&.'('! )*1'-(! */41A1/41/)*( ! 1/! 13! -'(8(M&>! W&'! 133&! 1,! A&'! 3&! L@1! A'&A&/15&,!
(415<,!41!1M1')*)*&,9!A'&8315(,9!4&/41!2(H!L@1!(A3*)('!)*1'-(,!-K)/*)(,!)&/&)*4(,!H!(415<,!
414@)*'!(3.@/(!A'&A*14(4!'131I(/-1>!
N&,!5(-1'*(31,!4*4<)-*)&,!A'&A@1,-&,!A('(!@,('!,&/!3&,!5<,!I('*(4&,>!W('(!15A1\('!3&,!41!
(@3(!&8I*&,!EA*\('':/G!A1'&!-(58*K/!3(!-15<-*)(!1,!A'&A*)*(!A('(!@,(' !&'41/(4&'!)&/!(3.`/!
,&7-q('1!1,A1)C7*)&!E2(H!I('*&,!4*,A&/*831,G>!?,-&!A@141!@,(',1!41!5(/1'(!*/4*I*4@(39!A('(!
(H@4(',1!)&/!3&,!)<3)@3&,9!&!41!5(/1'(!)&31)-*I(9!A('(!5&,-'('!)*1'-(,!A'&A*14(41,> !;415<,9 !
1,! /1)1,('*&!-1/1'!3*8'&,!41!)(81)1'(!E13!&!3&,!5<,! (A'&A*(4&,! (!3(! -15<-*)(!A'&A@1,-(G!H!
3*8'&,!41!)&/,@3-(>!W&'!&-'(!A('-19!-(58*K/!1,!A&,*831!)&/,*41'('!8*83*&.'(7C(!1,A1)C7*)(!A('(!
3(!A('-1!A'<)-*)(> !
01!A'&A&/4'</!@/(!,131))*:/!A1',&/(3!41!1M1')*)*&,9!A'&8315(,!H!(A3*)()*&/1,>!0131))*&/(4&,!
)&/!3&,!)'*- 1'*&,!41,)'*-&,> !?,!41!1,A1'('!L@1!3&,!1,-@4*(/-1,!-'(8(M1/!,&8'1!3&,!5*,5&,!,*/!
A1'M@*)*&!41!&-'&,!A'&I1/*1/-1,!41!3(!8*83*&.'(7C(!A'&A@1,-(>!
W&'!-(/-&9!,1!A'1-1/41!@/!-'(8(M&!7@1'-19!1/!1L@*A&!EA'171'1/-151/-1G!&!*/4*I*4@(3!7@1'(!413!
(@3(>!N(,!2&'(,!41!( @3(!,1!&A-*5*\('</!A('(!3(,!)@1,-*&/1,!5<,!)&/)1A-@(31,9!417*/*)*&/1,!H!
A'&A&,*)*&/1,!L@1!*/I&3@)'1/!@/(!415&,-'()*:/!413*)(4(> !
J(/-&!13!5(/1M&!41!1M15A3&,9!)&/-'(1M15A3&,!H!-1&'15(,!1,)'*-&,!1/!13!)@1'A&!41!1,-1!-'(8(M&9!
5@1,-'(/!13! .'(4&!41! '*.@'&,*4(4!L @1!,1!A'1-1/41!1/!13!41,(''&33&!413!-15(>! ;415<,9!A&'!
5&-*I&,!41!1,A()*&9!(3.@/(,!41!3(,!415&,-'()*&/1,! ,1!&8I*('&/9!A1'&!1,-&!/&!L@*1'1!41)*'!
L@1!/&!,1!-'(8(M1/!)&/!3&,!1,-@4*(/-1,>!J&4&!3&!1,)'*-&!1,!A('(!)&/,*41'('!1/!13!-'(8(M&!,&8'1!
3(!-15<-*)(!A'&A@1,-(9!H(!,1(!41!(@3(!&!1B-'( >!
W('(!3(!1I(3@()*:/!,1! )&/,*41'('</!I('*(,!5&4(3*4(41,>!W&'!1,)'*-&!1/!7&'5(!A'1,1/)*(39!A&'!
1,)'*-&! 1/!7&'5(!41!1/-'1.(!H!1/!7&'5(-&!&'(3!1/!(@3(>!N&,!)&/-1/*4&,!A('(!)(4(!5&4(3*4(4!
A@141/! I('*('! 41,41! 1M1')*)*&,! H! (A3*)()*&/1, ! A('(! 3(,! 5&4(3*4(41,! 1,)'*-(,9! 2(,-(!
417*/*)*&/1,!H!A'&A&,*)*&/1,!A('(!3&,!&'(31,>!N(!*41(!41!3&,!&'(31,!1,!5@H!7&'5(-*I(!A('(!3&,!
1,-@4*(/-1,9!H(!L@1!4181/!A3(/*7*)('!13!5*,5&!)&/!5@)2&!)@*4(4&>!!
+&5&! 3*8'&! 41! )(81)1'(! A('(! 1,-1! -15(! ,1! '1)&5*1/4(! O +<3)@3&! D/7*/*-1,*5(3! 41! ^('*(,!
^('*(831,Q!41!t@(/!41! R@'.&,>!n-*3*\(!@/!&'41/!,*5*3('!(3!A'&A@1,-&!A&'!/&,&-'&,9!-*1/1!@/!/*I13!
5(-15<-*)&!H!@/!-'(-(5*1/-&!4*4<)-*)&!5@H!(41)@(4&,> !
;415<,9 ! '1)&51/4(5&,! O+@',&! 41! ;/<3*,1Q! I&3@51/! "! 41! ?3&/! N(.1 ,! N*5(9! O+(3)@3@,Q!
I&3@51/! "! 41! J&5! ;A:,-&3! 1! OD/-'&4@))*:/! (3! ;/<3*,*,! F(-15<-*)&Q! I&3@51/! "! 41! %181!
a(8@771--*!)&5&!3*8'&,!41!)&/,@3-(!1/-'1!&-'&,>!W&'!&-'&!3(4&9!13!O+<3)@3&!H!U1&51-'C(!;/(3C-*)(Q!
I&3@51/!"!41!N(',&/9!%&,-1-31'!H!?4q('4,!A&,11!@/!8(/)&! 41!1M1')*)*&,!H!A'&8315(,!5@H!
*5A&'-(/-1!H!(8@/4(/-1> !
!
; ! J,)/%00(C*!%*!6F*%.&!1%!(*-%&'(>.0(C*7!
;!3&!3('.&!41!3&,!(P&,!41!1BA1'*1/)*(!)&/!)@',&,!1/!3&,!)@(31,!(A('1)1!3(!6*71'1/)*(8*3*4(4!
)&5&!-15( !A&415&,!41,-()('!I('*&,!(,A1)-&,!L@1!A'1,1/-(/!A'&8315(,!A(' (!3&,!1,-@4*(/-1,9!
3&,!)@(31,!A@141/!,1'!&!,&/!()-@(351/-1! A(,*831,!41!*/I1,-*.()*:/> !
W&415&,!41,-()('c !
Su!N(! )'11/)*(!41!L@1!41'*I(831! *5A3*)(!4*71'1/)*(831>! ;/-1!3(!A'1.@/-(!41! ,*!41-1'5*/(4(!
7@/)*:/!1,!&!/&!4*71'1/)*(831!1/!@/!A@/-&9!(A('1)1/! '1,A@1,-(, !41!-*A&!O,*!-*1/1!41'*I(4(,!
A(')*(31,!,CQ>!
"u! +('1/)*(,! 1/! 13! 5(/1M&! 41! (3.&'*-5&,! A('(! 3(! &8-1/)*:/! 41! 3(,! 7@/)*&/1,! 41'*I(4(,!
A(')*(31,>! +@(3! 1,! 3(! I('*(831! 1/! 3(! L@1! 1,-(5&,! 1,-@4*(/4&! 3&,! */)'151/-&,! H! )@(31,!
A1'5(/1)1/!,*/!)(58*&,> !?,-&!,1!1BA'1,(!1/ !A'&8315(,!&A1'(-&'*&,>!
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"$S!

F(',41/9! t>9! V! J'&58(9! ;>! ESTTSG>!@M81083$ O&123'(*8"! v*35*/.-&/c! ;44*,&/ dv1,31H!
D81'&(51'*)(/(> !

F*3/&'9!t>!ESTTYG>!>37383-K$?'36$2Q&$%(??&'&/2(*;8&$O(&R73(/2"!W'*/)1-&/c!W'*/)1-&/!n/*I1',*-H!
W'1,,>!

[('4C/9!;>9!F&/-(3I</9!F>9!0(3.(4&9!F>9!V!WK'1\9!j>!E"kSYG>!?''&'1,!41!3&,!1,-@4*(/-1,!1/!13!
-15(!41!41'*I(4(!41!7@/)*&/1,!41!I('*(,!I('*(831,>! =*'*+(-6*S$TTTONNNESG9!#S"d##k>!

W*-(!a@*\9!+>!ESTT$G>!@M81083$O&123'(*8"!FKB*)&c!W'1/-*)1!%(33>!
a(8@771--*9!%>!E"kkkG>!N/2'3+011(A/$*8$P/M8(,(,$F*2&6M2(13!E^&3>!"G>!R@1/&,!;*'1,c!?3!;-1/1&>!
a1,/*)X9! a>9! %(33*4(H9! 6>9! V! b'(/19! b>! ESTT#G>!UL,(1*! E^&3>! SG>! FKB*)&c! +&5A(PC(! ?4*-&'*(3!

+&/-*/1/-(3> !
J2&5(,9!U>!R>!E"kk$G>!@M81083"$O*'(*,$O*'(*;8&,"!FKB*)&c!W1(',&/>!
!
! !
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	Isometrías
	Mario Dalcín
	a) Aspectos didácticos
	a.1) Aspectos didácticos referidos a la enseñanza de la matemática en la formación de formadores
	¿Qué se pretende de la enseñanza de la matemática en enseñanza media? De las respuestas que se den a esta pregunta dependerá el cómo hacerlo, y también el cómo formar al profesor para dicha tarea. El colectivo docente Grupo Cero (Valencia) plantea
	desplazar de la materia al alumno el centro de gravedad de la enseñanza de la matemática… más que el conocimiento específico de determinados conceptos y técnicas matemáticas, lo que puede servirle al estudiante son capacidades básicas que se consolida...
	En el mismo sentido se expresan el NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) de Estados Unidos y Canadá, y la Inspección de Matemática del CES (2017) de nuestro país.
	“Los profesores tienen la tendencia a enseñar tal como ellos fueron enseñados” (Santaló, 1993, p. 13), que suele ser en el modelo normativo, centrado en el contenido –ya acabado- que es comunicado por el profesor al estudiante (Charnay, 2002). Recomen...
	parecería muy conveniente no dejar el aprendizaje de la metodología para los cursos de didáctica especial, sino en todas las materias de su carera se debería aplicar la metodología que después los futuros profesores deberán aplicar en el ejercicio de ...
	Para formar un profesor de matemática de enseñanza media que pueda llevar adelante su tarea acorde a lo que se espera de ella, considero que la relación más fructífera entre el saber a enseñar, el que aprende y el que enseña, se da en el modelo aproxi...
	Poner en práctica el modelo aproximativo implica también tener en cuenta las formas de pensar la matemática de los propios estudiantes. Sowder y Harel (1998) introducen el concepto de esquema de argumentación (proof scheme) de una persona como “lo que...
	Lo expresado antes, si bien hace referencia a la formación de Profesores de Matemática de Enseñanza Media, también lo considero válido para la enseñanza de cualquier contenido matemático en Magisterio o Maestro Técnico.
	a.2) Relevancia del tema isometrías para la enseñanza en la formación de formadores, incluidas estrategias y evaluación
	En la presentación de las isometrías que sigue estas son definidas como funciones -un concepto que atraviesa toda la matemática-, pudiendo ser su domino y codominio la recta, el plano o el espacio. En cualquiera de los casos cada función es definida e...
	En lo aquí presentado se asumen como axiomas los criterios de congruencia de triángulos (CCT). Esta elección se fundamenta en varios motivos:
	i) los estudiantes están familiarizados con los CCT y esto posibilita que recurran a ellos a la hora de elaborar, por sus propios medios, demostraciones para las preguntas anteriores. Esta organización de la geometría euclidiana es la que aparece en A...
	ii) posibilita formularse preguntas –y elaborar demostraciones en base a conocimientos que ya tienen los estudiantes- acerca de cuántos puntos y sus imágenes es necesario conocer para determinar una isometría, si las funciones definidas son isometrías...
	iii) Asumir los CCT desde un principio también posibilita concebir los cursos de geometría como una unidad teórico-práctica, cosa difícil de conseguir en otros enfoques, como lo dicen Casella et al. (1989, p. 4):
	… el estudiante notará que también ocurre aquí –y en forma más marcada- el desfasaje en el tiempo en los tratamientos teóricos y la resolución de problemas. Esto surge como inevitable en el esquema didáctico propuesto; tratar de acompasar los cursos t...
	La cita revela una concepción de la enseñanza y del aprendizaje acorde al modelo normativo (Charnay, 2002), su preocupación principal está en las ideas matemáticas a enseñar.
	¿Hay alguna diferencia en cuanto a los fundamentos y desarrollo de la Geometría en uno u otro enfoque? Ninguna. Se puede construir la geometría plana de ambas maneras. (Klein, 1931, pp. 212-237) Dado que ambos enfoques son coherentes, la elección por ...
	Compartimos con de Villiers (1998, p. 25) que “el desarrollo de software para la Geometría Dinámica (GD) en años recientes es ciertamente el desarrollo más emocionante en geometría desde Euclides” pero esta ha sido poco incorporada a la enseñanza. Dad...
	Geometría I (GI). La geometría natural. La fuente de validación es la realidad, el mundo sensible. Hay una cierta confusión entre el modelo y la realidad. La deducción se hace centralmente mediante la percepción y el uso de instrumentos.
	Geometría II (GII). La geometría axiomática natural. La fuente de validación se basa sobre lo hipotético deductivo en un sistema axiomático lo más preciso posible. Pero dicho sistema axiomático se mantiene lo más fiel posible a la realidad.
	Geometría III (GIII). La geometría axiomática formalista. Se cortan los lazos de la geometría con la realidad. El razonamiento lógico se impone y los axiomas no se basan en lo sensible, en lo real.
	Estas tres geometrías nos dan un marco desde el cual dar cuenta de toda la geometría, desde la que trabaja un estudiante al iniciar su formación en la escuela primaria hasta aquella con la que trabaja un matemático. Tradicionalmente se ha concebido la...
	Otro aspecto importante de las isometrías en la formación de un Maestro, Maestro Técnico o Profesor de Matemática, es la de permitir establecer un vínculo entre estos conceptos matemáticos y la realidad, sea esta materia inerte, materia viva o producc...
	Asumir un modelo de enseñanza implica asumir una forma de evaluación acorde. La evaluación en el modelo normativo suele estar referida solo a los productos de la actividad matemática (axiomas, definiciones, teoremas, demostraciones), suele hacerse al ...
	El desarrollo que se hace a continuación fue pensado para trabajarse con estudiantes que cursan los primeros semestres de su formación inicial. En el caso de Magisterio o de Maestro Técnico, una adaptación -como por ejemplo las que proponen Carrillo y...
	b) Aspectos disciplinarios
	b.1) Conceptos o ideas involucrados en el tema isometrías
	Dicho desarrollo se hará en base a definiciones y a preguntas. Dada la extensión estipulada para este proyecto, solo algunas preguntas tendrán su respuesta debidamente fundada mediante una demostración, otras –que se indican con un (*)- que sí deben s...
	Isometrías del plano
	/Una función del plano en el plano es isometría si conserva la distancia.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría del plano?
	Al hallar las  imágenes de A, B, C, D –en ese orden- en la isometría f, f(A) puede ser cualquier punto del plano, f(B) debe pertenecer a la circunferencia de centro f(A) y radio d(A,B), f(C) debe pertenecer a la intersección de las circunferencias de ...
	f(C) tiene solo dos posibilidades. Dependiendo de cuál de los dos posibles f(C) se seleccione, la isometría f será directa si el sentido de ABC y f(A)f(B)f(C) coincide, indirecta en caso que no. f (D) debe pertenecer a C f (A), d (D,A) ( C f (B), d (D...
	Para el f(C) considerado en la figura la isometría es directa, lo que permite elegir uno de los dos f(D) posibles. En estas condiciones, ¿d(C,D) = d(f(C),f(D)? Para ver que sí:
	Los triángulos ABD y f(A)f(B)f(D) son congruentes (CCT1) ( d(B,D) = d(f(B),f(D))
	Los triángulos ABC y f(A)f(B)f(C) son congruentes (CCT3) ( d(B,C) = d(f(B),f(C))
	De la congruencia de las parejas de triángulos anteriores se deduce que los ángulos DBC = ABC – ABD y f(D)f(B)f(C) = f(A)f(B)f(C) - f(A)f(B)f(D) son congruentes ( los triángulos DBC y f(D)f(B)f(C) son congruentes (CCT1) ( d(D,C) = d(f(D),f(C)).
	Lo hecho para el punto D se puede repetir para un punto cualquiera del plano.
	Se puede concluir que si en una isometría del plano se conocen tres puntos no alineados y sus respectivas imágenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto del plano. (Teorema de determinación de isometrías del plano)
	Para cada una de las funciones que se definen a seguir se formularán las siguientes preguntas (posibles de plantear a los estudiantes) a continuación de las definiciones 1: ¿es una isometría?, ¿es una isometría directa o indirecta?, ¿existe la isometr...
	Se llama simetría axial de eje e a la función Se : ( ( ( / i) si P ( e, e es mediatriz del segmento PSe(P), ii) si P ( e, entonces P = Se(P).
	Para demostrar que esta función conserva la distancia hay que considerar cuatro casos según P y Q i) pertenezcan al eje, ii) uno pertenezca al eje y el otro no, iii) ambos pertenezcan al mismo semiplano de borde el eje, iv) pertenezcan a semiplanos op...
	A partir de las funciones f: ( ( ( y g: ( ( ( se define la función compuesta de g con f como (g o f): ( ( ( / (g o f)(P) = g(f(P))
	/¿La composición de dos isometrías es una isometría? Si la función f es isometría conserva las distancias y si la función g es isometría también conserva las distancias, por lo que la función (g o f) también conserva las distancias y por lo tanto es i...
	Se llama identidad a la función I: ( ( ( / I(P) = P.
	La función compuesta de una simetría axial con ella misma es igual a la función identidad.
	Dados un punto O y un ángulo AOB de medida α, se llama rotación de centro O, ángulo α y sentido de A a B (supongamos antihorario) a RO, α, ah: ( ( ( / i) RO, α, ah (O) = O, ii) Si P ( O y RO, α, ah (P) = P’, se cumple: d(O,P) = d(O,P’), el ángulo POP’...
	Los triángulos OPQ y OP’Q’ son congruentes (CCT1) ( d(P,Q) = d(P’,Q’) ( RO, α, ah es isometría
	Si las rectas PQ y P’Q’ son secantes se cumple que los ángulos IQO e IQ’O son congruentes, por lo que IQQ’O es inscritible, de donde los ángulos QIQ’ y QOQ’ son congruentes.  Así uno de los ángulos que forma una recta y su imagen es congruente al ángu...
	/Se llama rotación de ejes a y b a Ra,b: ( ( ( / Ra,b= Sb o Sa con a y b secantes. (Definición 2)
	Def. 2 ( Def. 1. Si a y b se cortan en O y Sa(P) = P0 y Sb(P0) = P’ se cumple que d(O,P) = d(O,P’) por ser a y b mediatrices de PP0 y P0P’ respectivamente. Además el ángulo POP’ mide el doble de uno de los ángulos formados por a y b debido a la iguald...
	/Def. 1 ( Def. 2. Considerando un punto P0 en la circunferencia de centro O y radio OP se pueden construir los ejes a y b como mediatrices de los segmentos PP0 y P0P’ respectivamente. a y b pasan por O, uno de los ángulos que forman a y b mide la mita...
	¿Son iguales las funciones e: ( ( ( / e = Sb o Sa y f : ( ( ( / f = Sa o Sb?
	Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la rotación.
	Se llama simetría central de centro O a la rotación de centro O y 180  en sentido horario o antihorario (Definición 1) y a la composición de dos simetrías axiales de ejes perpendiculares en O (Definición 2).
	/(*) ¿Qué posición relativa tienen una recta y su imagen en una simetría central?
	Dados dos puntos A y B se llama traslación de vector AB a  TAB: ( ( ( / si TAB (P) = P’, se cumple que ABP’P es paralelogramo (pudiendo ser este degenerado). (Definición 1)
	Si TAB (P) = P’ el cuadrilátero ABP’P es paralelogramo por lo que AB y PP’ son congruentes y paralelos. Si TAB (Q) = Q’ el cuadrilátero ABQ’Q es paralelogramo por lo que AB y QQ’ son congruentes y paralelos. Los segmentos PP’ y QQ’ son congruentes y p...
	.
	Por ser PQQ’P’ paralelogramo las rectas PQ y P’Q’ son paralelas.
	Se llama traslación de ejes a y b a Ta,b: ( ( ( / Ta,b= Sb o Sa con a y b sin puntos en común. (Definición 2)
	/Def. 2 ( Def. 1. Si a y b son disjuntos y Sa(P) = P0 y Sb(P0) = P’ se cumple que PP’ es perpendicular a a y b, d(P,P’) = d(P,P0) + d(P0,P’) = 2d(M,P0) + d(P0,PN) = d(M,N) = d(a,b), y el sentido de P a P’ coincide con el sentido de a a b.
	/Def. 1 ( Def. 2. Considerando un punto P0 en la recta PP’ se pueden construir los ejes a y b como mediatrices de los segmentos PP0 y P0P’ respectivamente. a y b son perpendiculares a PP’, la distancia entre a y b es la mitad de la distancia de P a P’...
	Dados dos puntos A, B y una recta e paralela a AB, se llama antitraslación de eje e y vector AB a  AtAB, e: ( ( ( / AtAB, e = TAB o Se. (Definición 1)
	Se puede ver que esta composición es conmutativa.
	/Se llama antitraslación de ejes a, b, c a Ata, b, c: ( ( ( / Ata ,b, c = Sc o Sb o Sa con a, b, c ni paralelos ni concurrentes los tres. (Definición 2)
	Def. 2 ( Def. 1
	Ata ,b, c = Sc o Sb o Sa con a ( b = (O(
	Ata ,b, c = Se o RO, 2α, ah
	Ata ,b, c = Sc o S2 o S1 con 2 ( c, 2 ( c = (H(
	Ata ,b, c = CH o S1
	Ata ,b, c = S4 o S3 o S1 con 3//1, 4 ( 1 = (J(
	Ata ,b, c = SJH o T2JH
	En el caso de dos ejes paralelos y uno secante se puede proceder en forma análoga.
	Def. 1 ( Def. 2
	AtAB, e = TAB o Se se puede expresar como AtAB, e = Sc o Sb o Se con b//c y perpendiculares a e.
	¿Cuál es la expresión más simple de la función f: ( ( ( / f = Sc o Sb o Sa con a, b, c paralelos o concurrentes? En el caso de ejes concurrentes, la composición de las dos primeras simetrías axiales es una rotación que se puede expresar mediante otras...
	Hasta aquí se han definido (definiciones 1) las siguientes funciones del plano: simetría axial, identidad, rotación (y como caso particular la simetría central), traslación y antitraslación, y demostrado que son isometrías.
	También se definió inicialmente la simetría axial y luego se consideró la composición de dos simetrías axiales distinguiendo según la posición relativa de sus ejes, obteniendo así la identidad, rotación y traslación (definiciones 2). Luego se consider...
	¿Es posible definir nuevas isometrías?
	Sin ser una demostración, se puede fortalecer la intuición de que la respuesta es negativa de esta forma: siguiendo la vía de componer simetrías axiales se puede indagar si es posible definir nuevas isometrías -distintas a las cinco ya mencionadas- si...
	Se presentan a continuación dos demostraciones posibles.
	Primera: Composición mínima de isometrías. (Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 129-132)
	Inicialmente se demostró que una isometría del plano está determinada si se conocen tres puntos no alineados y sus respectivas imágenes. Al considerar dos triángulos congruentes ABC y A’B’C’ estos pueden tener el mismo sentido o sentidos contrarios. ¿...
	En caso de isometría directa se puede componer la traslación de vector AA’ con la rotación de centro A’ y ángulo el formado por las rectas AB y A’B’, cuya expresión canónica será rotación o traslación. En caso de isometría indirecta puede ser la compo...
	Segunda: Composición mínima de simetrías axiales. (Jaime y Gutiérrez, 1996, pp. 38-40; Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 76-78; Stahl, 2010, pp. 216-218)
	¿Es posible hallar ejes de simetrías axiales que compuestas transformaran el triángulo ABC en el A’B’C’? ¿Cuál es el menor número de simetrías axiales que compuestas transforman el triángulo ABC en el A’B’C’? Una posible respuesta, en caso de isometrí...
	Se puede concluir que las isometrías del plano son cinco (simetría axial, identidad, rotación, traslación, antitraslación) y se pueden expresar como la composición de cómo máximo tres simetrías axiales.
	Respuestas distintas a las anteriores y entre sí pueden verse en Choquet (1964, pp. 73-75), Lages Lima (1996, pp. 24-29) y Puig Adam (1976, p. 48).
	Si G es un conjunto no vacío, se dice que el par (G,*) es un grupo si y sólo si * es una ley de composición interna en G, asociativa, con neutro y tal que todo elemento de G admite inverso respecto de *. Si además se cumple la propiedad conmutativa (G...
	(*) Cada uno de los siguientes conjuntos, con la composición de funciones ¿es grupo? ¿es grupo conmutativo?: i) simetrías axiales, ii) rotaciones del mismo centro, iii) rotaciones, iv) simetrías centrales, v) traslaciones, vi) antitraslaciones, vii) a...
	Simetría de rosetones, frisos y papeles de pared. Grupo de simetría de una figura. Se puede ampliar la idea de congruencia, axiomatizada para los triángulos en los cuatro criterios de congruencia, a cualquier par de figuras del plano. Dos figuras F y ...
	Una isometría f: ( ( ( es una simetría de la figura F si f(F) = F.
	(*) ¿Qué simetrías tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composición de simetrías de cada figura, ¿forman grupo?
	Al conjunto de simetrías de una figura se le llama grupo de simetría de dicha figura.
	Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente (Id(, (RO, 2(/2, RO, 2.2(/2 = Id(, (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, RO, 3.2(/3 = Id(, (RO, 2(/4, RO, 2.2(/4, RO, 3.2(/4, RO, 4.2(/4 = Id( y se les llama grupos cíclicos. Como notación...
	Dado un punto O y un natural n distinto de 0, se puede definir grupo cíclico de orden n como Cn = (RO, k.2(/n con k = 1,2, …, n(
	Se llaman figuras asimétricas a aquellas cuyo grupo de simetría contiene solo la identidad.
	(*) ¿Qué simetrías tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composición de simetrías de cada figura, ¿forman grupo?
	Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente (Id, Sm(, (RO, 2(/2, RO, 2.2(/2 = Id, Sm, St( = (RO, (, Id, Sm, Sm o RO, 2(/2( con t ( m por O, (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, RO, 3.2(/3 = Id, Sm, Sp, Sq( = (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, ...
	Dado un punto O, un natural n distinto de 0 y una recta m pasando por O, se puede definir grupo diedral de orden 2n como Dn = (RO, k.2(/n , Sm o RO, k.2(/n con k = 1,2, …, n(
	Dos grupos H y K se dicen isomorfos si existe una función biyectiva f: H → K que verifica f(k∗k´) = f(k)∗ f(k´) para todo k, k’ de H.
	Los grupos C2 y D1 anteriores son isomorfos como grupos abstractos, pero como grupos de simetría son distintos.
	Algunos textos  (Jaime y Gutiérrez, 1996; Ruiz y Ruiz, 2011) se refieren a las figuras que tienen grupos de simetría cíclicos o diedrales como rosetones, Alves y Galvao (1996, p. 158) llaman grupos rosetas a los grupos cíclicos y diedrales, mientras q...
	(*) ¿Es posible construir una figura que tenga grupo de simetría finito y no pertenezca a las familias anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar convicción de que todo grupo finito de simetría de una figura plana es cícli...
	Imaginemos que las figuras al costado (Barrow, 2007, p. 193) se extienden indefinidamente en ambos sentidos a lo largo de las mismas formando una nueva figura que es infinita. Las figuras imaginadas anteriormente se llaman frisos y se pueden definir ...
	(*) ¿Cada grupo de simetría de los frisos de una columna tiene un grupo de simetría igual en los frisos de la otra columna?
	(*) ¿Es posible construir un friso que tenga grupo de simetría distinto a los de los frisos anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar convicción de que los grupos de simetría de los frisos son los siete ya identificados.
	A continuación se puede orientar una demostración mediante nuevas preguntas: ¿Qué simetrías axiales admite un friso?, ¿qué rotaciones?, ¿qué traslaciones?, ¿qué antitraslaciones? Si un friso tiene simetrías axiales ‘verticales’, ¿tiene traslaciones? S...
	Si pensamos en las posibles repeticiones que puede tener un motivo, no ya a lo largo de una dirección como en los frisos, sino en un plano como en los empapelados (wallpaper en inglés), las posibilidades son mayores. Los empapelados se puede definir c...
	/(*) Imaginemos que cada una de las diecisiete figuras adyacente se extiende al plano. ¿Qué simetrías admite cada una?
	El estudio de los grupos cristalográficos planos es derivado del estudio de los cristales. “En 1890, antes de demostrar el resultado análogo para los tipos de grupos de simetría plana, Fedorov ya había demostrado que existen solo 230 tipos distintos d...
	El caso paradigmático de diseños de empapelados –y al que refiere casi la totalidad de la bibliografía consultada- es la Alhambra en Granada-España donde aparecen diseños correspondientes a los diecisiete grupos (AA. VV, 1995). Los diseños de la Alham...
	(*) ¿Qué grupo de simetría tiene cada uno de los empapelados anteriores diseñados por Escher?
	Hoy en día la construcción de rosetones, frisos o empapelados puede realizarse en forma inmediata mediante software disponible en internet como ‘Tess’, que  indica qué isometrías se usan en cada uno de los diecisiete grupos de empapelados. Requiere un...
	Isometrías de la recta
	Se pueden particularizar las isometrías del plano y definir isometría en una recta de la misma forma que se definió en el plano, tomando a la recta como dominio y codominio de la función.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría de la recta?
	La imagen de un punto A de la recta puede ser cualquier otro punto f(A) de la recta. La imagen f(B) de un punto B, debe cumplir d(f(A),f(B)) = d(A,B) por lo que f(B) tiene dos posibilidades. Si el sentido de A hacia B es el mismo que de f(A) a f(B) se...
	Se puede concluir que si en una isometría de la recta se conocen dos puntos y sus respectivas imágenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto de la recta.
	¿Es posible definir en la recta una isometría análoga a la simetría axial del plano?
	Se llama simetría respecto a un punto O a la función SO : r ( r / i) si P ( O, O es punto medio del segmento PSO(P), ii) O = SO(O).
	Dados dos puntos A y B en la recta r, se llama traslación de vector AB a  TAB: r ( r / si TAB (P) = P’, se cumple que el sentido de P a P’ coincide con el de A a B y d(P, P’) = d(A,B). (Definición 1)
	(*) ¿Se puede definir la traslación como composición de simetrías respecto a puntos? En caso que sí, ¿bajo qué condiciones? (Definición 2)
	Se puede concluir que las isometrías de la recta son tres (simetría respecto a un punto, identidad, traslación) y se pueden expresar como la composición de cómo máximo dos simetrías respecto a puntos. (Teorema de determinación de isometrías de la rect...
	Isometrías del espacio
	Se pueden generalizar las isometrías del plano y definir isometría en el espacio de la misma forma que se definió en el plano, tomando el espacio como dominio y codominio de la función.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría del espacio?
	La imagen de un punto A puede ser cualquier punto f(A) del espacio. La imagen de un punto B debe estar en la esfera de centro f(A) y radio d(A,B). Elegido f(B), la imagen de un punto C, no alineado con A y B, debe estar en la circunferencia intersecci...
	¿Es posible definir en el espacio una isometría análoga a la simetría axial del plano?
	Se llama simetría respecto a un plano ( (o simetría bilateral o simetría especular) a la función S(: E ( E / i) si P ( (, ( es plano mediatriz del segmento PS((P), ii) si P ( (, entonces P = S( (P).
	(*) La función definida ¿es una isometría?, ¿es una isometría directa o indirecta?, ¿existe la isometría inversa?
	Al considerar dos puntos P, Q y sus imágenes P’, Q’ se puede considerar el plano determinado por las rectas paralelas PP’ y QQ’ y usar lo ya demostrado para la simetría axial del plano.
	Se llama identidad a la función I: E ( E / I(P) = P.
	La función compuesta de una simetría especular con ella misma es igual a la función identidad.
	¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de dos simetrías especulares?
	Se llama rotación de planos (  y (  a R(, ( : E ( E / R(, ( = S( o S( con (  y (  secantes. (Definición 2)
	Se llama traslación de planos (  y (  a T(, ( : E ( E / T(, ( = S( o S( con ( y ( sin puntos en común. (Definición 2)
	¿Son iguales las funciones e: E ( E / e = S( o S(  y f : E ( E / f = S( o S(?
	Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la rotación en torno a un eje o de la traslación, en forma análoga a como acontecía ...
	¿Es posible definir cada una de las funciones anteriores indicando cómo hallar la imagen de un punto?
	Dados una recta r y un ángulo AOB de medida α cuyo vértice O pertenece a r, cuyos lados OA y OB están en un plano perpendicular a r y el ángulo está orientado (supongamos en sentido antihorario) se llama rotación en torno a la recta r, de ángulo α y e...
	La rotación en torno a una recta así definida (Definición 1), ¿es una isometría?
	Si Rr, α, ah (P) = P’ y Rr, α, ah (Q) = Q’, hay que demostrar que d(P,Q) = d(P’,Q’). Si Q0 y Q’0 son las proyecciones ortogonales de Q y Q’ respectivamente sobre el plano P,O,P’, se pueden considerar los triángulos rectángulos PQ0Q y P’Q’0Q’ que tiene...
	Se llama media vuelta sobre una recta r a la rotación sobre la recta r y 180  en sentido horario o antihorario (Definición 1) y a la composición de dos simetrías especulares de planos perpendiculares en r (Definición 2).
	(*) ¿Qué posición relativa tienen un plano y su imagen en una media vuelta sobre una recta r?
	Dados dos puntos A y B se llama traslación de vector AB a TAB: E ( E / si TAB (P) = P’, se cumple que ABP’P es paralelogramo (pudiendo ser este degenerado). (Definición 1)
	¿La traslación así definida (Definición 1) es una isometría? La idea central de demostración hecha para el caso de traslación en el plano sigue siendo válida en el espacio.
	(*) ¿Qué posición relativa tienen un plano y su imagen en una traslación?
	(*) ¿Bajo qué condiciones las dos definiciones anteriores de rotación en torno a un eje o traslación definen la misma función? En otras palabras, dada una rotación en torno a un eje o una traslación mediante la definición 2, ¿se puede expresar mediant...
	En el caso de la rotación en torno a un eje y considerando un plano perpendicular al eje, se puede transferir la equivalencia entre definición 1 y definición 2 de rotación establecida en el plano, y luego considerar los planos definidos por el eje y l...
	¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de tres simetrías especulares? Las posiciones relativas para tres planos son: i) Tres planos paralelos; ii) Dos planos paralelos y uno secante (caso particular: el plano secante ...
	Los casos i) y iv) se pueden reducir a una simetría especular trabajando en un plano perpendicular a los planos paralelos o a la intersección de los tres planos y estableciendo una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes paralelo...
	Los casos ii) y iii), trabajando en un plano perpendicular a las intersecciones de los planos y estableciendo una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes ni paralelos ni concurrentes del plano, se pueden expresar como la composic...
	El caso v), si se considera el caso particular de los planos perpendiculares dos a dos, se puede expresar como la composición de una rotación (de media vuelta) en torno a un eje con una simetría especular de plano perpendicular al eje de rotación. Se ...
	Se pueden definir, de una manera distinta a la composición de simetrías especulares, las siguientes isometrías:
	Dados una recta r y un plano ( perpendicular a r, se llama simetría con respecto al plano ( con rotación respecto a r a SRr, (: E ( E / SRr, ( = Rr, α, ah o S(. (Definición 1)
	Dados dos puntos A, B y un plano ( paralelo a AB, se llama simetría con respecto al plano ( con deslizamiento AB a  STAB, (: E ( E / STAB, ( = TAB o S(. (Definición 1)
	¿Se pueden definir nuevas isometrías del espacio a partir de la composición de cuatro simetrías especulares?
	Si se considera la composición de las dos primeras simetrías especulares por un lado y la composición de las dos restantes por otro, cada composición puede ser una traslación o una rotación en torno a un eje, según si los planos sean paralelos o secan...
	La situación i) resulta una traslación de vector suma de los vectores de las traslaciones originales. Las situaciones ii) y iii) se pueden expresar como la composición de una traslación con una rotación de eje paralelo al vector de traslación. (Puig A...
	Se pueden definir, de una manera distinta a la composición de simetrías especulares, la siguiente isometría:
	Dados una recta r y un vector AB paralelo a r, se llama isometría helicoidal a la función compuesta de una traslación de vector AB con una rotación en torno a la recta r:
	H: E ( E / H = TAB o Rr, α, ah
	A partir de las demostraciones hechas para las isometrías del plano es posible elaborar demostraciones análogas en el espacio. Se podría concluir así que las isometrías del espacio son las siete ya definidas y se pueden expresar como la composición de...
	b.2) Fundamentación epistemológica de la relevancia disciplinar de las isometrías
	¿Qué es la geometría? Una primera respuesta podría ser ‘la ciencia que estudia las propiedades de las figuras geométricas’, entendiendo por figura geométrica a cualquier conjunto de puntos. Para que esta definición tenga sentido habría que precisar qu...
	En el concepto de Geometría, que es el estudio de las propiedades geométricas, intervienen pues dos nociones fundamentales: la noción de espacio, esto es, el conjunto de todos los puntos, rectas, planos y demás figuras, y la noción de transformación d...
	Las transformaciones que importan para precisar el concepto de geometría son las que forman grupo. La definición anterior se podría reformular de la siguiente manera: “La geometría es la disciplina que estudia las propiedades de las figuras de cierto ...
	Las isometrías son importantes no solo para precisar el concepto de geometría, sino que tienen importancia a la hora de resolver problemas, en especial problemas de construcción. Por ejemplo: ‘¿Existen triángulos equiláteros que tengan los tres vértic...
	A su vez el estudio de las isometrías provee métodos generales que pueden ser aplicados en la solución de problemas geométricos que de otra manera requieren la consideración de diversos casos. (Yaglom, 1968, pp. 11-12) Por ejemplo, el siguiente: ‘El t...
	c) Proyección en líneas de investigación de la enseñanza de las isometrías
	Según el modelo van Hiele (Jaime y Gutiérrez, 1996; de Villiers, 1998) el pensamiento geométrico de los estudiantes pasa por cinco niveles y tiene algunas propiedades que lo caracterizan: i) no se puede alterar el orden de adquisición de los niveles d...
	El tener presente los niveles de razonamiento así como las características generales de la teoría puede ayudar a evitar ciertas prácticas. Cuando un profesor pide ‘demostrar’ esto tiene significados distintos según el estudiante esté razonando en el n...
	Según la teoría de van Hiele, la principal razón de la falla del currículum tradicional de geometría es que ésta es presentada en un nivel más alto del que los estudiantes están operando, en otras palabras ¡los estudiantes no pueden entender al profes...
	En Jaime y Gutiérrez (1995, 1996) se explicita qué son capaces de hacer los estudiantes, en lo referido a las isometrías, en los distintos niveles de pensamiento geométrico:
	Nivel 1. Reconocimiento. Reconocer la característica de isometría (conservación del tamaño y la forma de las figuras) de los movimientos físicos; reconocer los movimientos cuando se ven objetos en acción (por ejemplo: recorrido en línea recta, circula...
	Nivel 2. Análisis. Considerar los movimientos mediante sus elementos matemáticos; usar de forma explícita los elementos propios de cada movimiento (por ej. módulo, dirección y sentido del vector en la traslación); usar las definiciones en las explicac...
	Nivel 3. Deducción informal. Establecer relaciones entre las propiedades de las isometrías y descubrir nuevas propiedades y comprender argumentaciones generales para demostrarlas; comprender y usar la posibilidad de descomposición –de infinitas formas...
	Nivel 4. Deducción. Razonar formalmente, prescindiendo de todo soporte concreto para demostrar propiedades; comprender y utilizar la estructura algebraica de las isometrías del plano, hacer y comprender demostraciones formales completas, identificar l...
	Nivel 5. Rigor. Posibilidad de trabajar en sistemas axiomáticos distintos del usual de la geometría euclidiana; realizar deducciones abstractas basándose en un sistema de axiomas determinado.
	El modelo van Hiele puede servir como marco teórico de una investigación que se proponga determinar los niveles de pensamiento geométrico -en lo referido a las isometrías- de los estudiantes de magisterio, maestro técnico o profesorado a los que se en...
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	a) Aspectos didácticos
	a.1) Aspectos didácticos referidos a la enseñanza de la matemática en la formación de formadores
	¿Qué se pretende de la enseñanza de la matemática en enseñanza media? De las respuestas que se den a esta pregunta dependerá el cómo hacerlo, y también el cómo formar al profesor para dicha tarea. El colectivo docente Grupo Cero (Valencia) plantea
	desplazar de la materia al alumno el centro de gravedad de la enseñanza de la matemática… más que el conocimiento específico de determinados conceptos y técnicas matemáticas, lo que puede servirle al estudiante son capacidades básicas que se consolida...
	En el mismo sentido se expresan el NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) de Estados Unidos y Canadá, y la Inspección de Matemática del CES (2017) de nuestro país.
	“Los profesores tienen la tendencia a enseñar tal como ellos fueron enseñados” (Santaló, 1993, p. 13), que suele ser en el modelo normativo, centrado en el contenido –ya acabado- que es comunicado por el profesor al estudiante (Charnay, 2002). Recomen...
	parecería muy conveniente no dejar el aprendizaje de la metodología para los cursos de didáctica especial, sino en todas las materias de su carera se debería aplicar la metodología que después los futuros profesores deberán aplicar en el ejercicio de ...
	Para formar un profesor de matemática de enseñanza media que pueda llevar adelante su tarea acorde a lo que se espera de ella, considero que la relación más fructífera entre el saber a enseñar, el que aprende y el que enseña, se da en el modelo aproxi...
	Poner en práctica el modelo aproximativo implica también tener en cuenta las formas de pensar la matemática de los propios estudiantes. Sowder y Harel (1998) introducen el concepto de esquema de argumentación (proof scheme) de una persona como “lo que...
	Lo expresado antes, si bien hace referencia a la formación de Profesores de Matemática de Enseñanza Media, también lo considero válido para la enseñanza de cualquier contenido matemático en Magisterio o Maestro Técnico.
	a.2) Relevancia del tema isometrías para la enseñanza en la formación de formadores, incluidas estrategias y evaluación
	En la presentación de las isometrías que sigue estas son definidas como funciones -un concepto que atraviesa toda la matemática-, pudiendo ser su domino y codominio la recta, el plano o el espacio. En cualquiera de los casos cada función es definida e...
	En lo aquí presentado se asumen como axiomas los criterios de congruencia de triángulos (CCT). Esta elección se fundamenta en varios motivos:
	i) los estudiantes están familiarizados con los CCT y esto posibilita que recurran a ellos a la hora de elaborar, por sus propios medios, demostraciones para las preguntas anteriores. Esta organización de la geometría euclidiana es la que aparece en A...
	ii) posibilita formularse preguntas –y elaborar demostraciones en base a conocimientos que ya tienen los estudiantes- acerca de cuántos puntos y sus imágenes es necesario conocer para determinar una isometría, si las funciones definidas son isometrías...
	iii) Asumir los CCT desde un principio también posibilita concebir los cursos de geometría como una unidad teórico-práctica, cosa difícil de conseguir en otros enfoques, como lo dicen Casella et al. (1989, p. 4):
	… el estudiante notará que también ocurre aquí –y en forma más marcada- el desfasaje en el tiempo en los tratamientos teóricos y la resolución de problemas. Esto surge como inevitable en el esquema didáctico propuesto; tratar de acompasar los cursos t...
	La cita revela una concepción de la enseñanza y del aprendizaje acorde al modelo normativo (Charnay, 2002), su preocupación principal está en las ideas matemáticas a enseñar.
	¿Hay alguna diferencia en cuanto a los fundamentos y desarrollo de la Geometría en uno u otro enfoque? Ninguna. Se puede construir la geometría plana de ambas maneras. (Klein, 1931, pp. 212-237) Dado que ambos enfoques son coherentes, la elección por ...
	Compartimos con de Villiers (1998, p. 25) que “el desarrollo de software para la Geometría Dinámica (GD) en años recientes es ciertamente el desarrollo más emocionante en geometría desde Euclides” pero esta ha sido poco incorporada a la enseñanza. Dad...
	Geometría I (GI). La geometría natural. La fuente de validación es la realidad, el mundo sensible. Hay una cierta confusión entre el modelo y la realidad. La deducción se hace centralmente mediante la percepción y el uso de instrumentos.
	Geometría II (GII). La geometría axiomática natural. La fuente de validación se basa sobre lo hipotético deductivo en un sistema axiomático lo más preciso posible. Pero dicho sistema axiomático se mantiene lo más fiel posible a la realidad.
	Geometría III (GIII). La geometría axiomática formalista. Se cortan los lazos de la geometría con la realidad. El razonamiento lógico se impone y los axiomas no se basan en lo sensible, en lo real.
	Estas tres geometrías nos dan un marco desde el cual dar cuenta de toda la geometría, desde la que trabaja un estudiante al iniciar su formación en la escuela primaria hasta aquella con la que trabaja un matemático. Tradicionalmente se ha concebido la...
	Otro aspecto importante de las isometrías en la formación de un Maestro, Maestro Técnico o Profesor de Matemática, es la de permitir establecer un vínculo entre estos conceptos matemáticos y la realidad, sea esta materia inerte, materia viva o producc...
	Asumir un modelo de enseñanza implica asumir una forma de evaluación acorde. La evaluación en el modelo normativo suele estar referida solo a los productos de la actividad matemática (axiomas, definiciones, teoremas, demostraciones), suele hacerse al ...
	El desarrollo que se hace a continuación fue pensado para trabajarse con estudiantes que cursan los primeros semestres de su formación inicial. En el caso de Magisterio o de Maestro Técnico, una adaptación -como por ejemplo las que proponen Carrillo y...
	b) Aspectos disciplinarios
	b.1) Conceptos o ideas involucrados en el tema isometrías
	Dicho desarrollo se hará en base a definiciones y a preguntas. Dada la extensión estipulada para este proyecto, solo algunas preguntas tendrán su respuesta debidamente fundada mediante una demostración, otras –que se indican con un (*)- que sí deben s...
	Isometrías del plano
	/Una función del plano en el plano es isometría si conserva la distancia.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría del plano?
	Al hallar las  imágenes de A, B, C, D –en ese orden- en la isometría f, f(A) puede ser cualquier punto del plano, f(B) debe pertenecer a la circunferencia de centro f(A) y radio d(A,B), f(C) debe pertenecer a la intersección de las circunferencias de ...
	f(C) tiene solo dos posibilidades. Dependiendo de cuál de los dos posibles f(C) se seleccione, la isometría f será directa si el sentido de ABC y f(A)f(B)f(C) coincide, indirecta en caso que no. f (D) debe pertenecer a C f (A), d (D,A) ( C f (B), d (D...
	Para el f(C) considerado en la figura la isometría es directa, lo que permite elegir uno de los dos f(D) posibles. En estas condiciones, ¿d(C,D) = d(f(C),f(D)? Para ver que sí:
	Los triángulos ABD y f(A)f(B)f(D) son congruentes (CCT1) ( d(B,D) = d(f(B),f(D))
	Los triángulos ABC y f(A)f(B)f(C) son congruentes (CCT3) ( d(B,C) = d(f(B),f(C))
	De la congruencia de las parejas de triángulos anteriores se deduce que los ángulos DBC = ABC – ABD y f(D)f(B)f(C) = f(A)f(B)f(C) - f(A)f(B)f(D) son congruentes ( los triángulos DBC y f(D)f(B)f(C) son congruentes (CCT1) ( d(D,C) = d(f(D),f(C)).
	Lo hecho para el punto D se puede repetir para un punto cualquiera del plano.
	Se puede concluir que si en una isometría del plano se conocen tres puntos no alineados y sus respectivas imágenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto del plano. (Teorema de determinación de isometrías del plano)
	Para cada una de las funciones que se definen a seguir se formularán las siguientes preguntas (posibles de plantear a los estudiantes) a continuación de las definiciones 1: ¿es una isometría?, ¿es una isometría directa o indirecta?, ¿existe la isometr...
	Se llama simetría axial de eje e a la función Se : ( ( ( / i) si P ( e, e es mediatriz del segmento PSe(P), ii) si P ( e, entonces P = Se(P).
	Para demostrar que esta función conserva la distancia hay que considerar cuatro casos según P y Q i) pertenezcan al eje, ii) uno pertenezca al eje y el otro no, iii) ambos pertenezcan al mismo semiplano de borde el eje, iv) pertenezcan a semiplanos op...
	A partir de las funciones f: ( ( ( y g: ( ( ( se define la función compuesta de g con f como (g o f): ( ( ( / (g o f)(P) = g(f(P))
	/¿La composición de dos isometrías es una isometría? Si la función f es isometría conserva las distancias y si la función g es isometría también conserva las distancias, por lo que la función (g o f) también conserva las distancias y por lo tanto es i...
	Se llama identidad a la función I: ( ( ( / I(P) = P.
	La función compuesta de una simetría axial con ella misma es igual a la función identidad.
	Dados un punto O y un ángulo AOB de medida α, se llama rotación de centro O, ángulo α y sentido de A a B (supongamos antihorario) a RO, α, ah: ( ( ( / i) RO, α, ah (O) = O, ii) Si P ( O y RO, α, ah (P) = P’, se cumple: d(O,P) = d(O,P’), el ángulo POP’...
	Los triángulos OPQ y OP’Q’ son congruentes (CCT1) ( d(P,Q) = d(P’,Q’) ( RO, α, ah es isometría
	Si las rectas PQ y P’Q’ son secantes se cumple que los ángulos IQO e IQ’O son congruentes, por lo que IQQ’O es inscritible, de donde los ángulos QIQ’ y QOQ’ son congruentes.  Así uno de los ángulos que forma una recta y su imagen es congruente al ángu...
	/Se llama rotación de ejes a y b a Ra,b: ( ( ( / Ra,b= Sb o Sa con a y b secantes. (Definición 2)
	Def. 2 ( Def. 1. Si a y b se cortan en O y Sa(P) = P0 y Sb(P0) = P’ se cumple que d(O,P) = d(O,P’) por ser a y b mediatrices de PP0 y P0P’ respectivamente. Además el ángulo POP’ mide el doble de uno de los ángulos formados por a y b debido a la iguald...
	/Def. 1 ( Def. 2. Considerando un punto P0 en la circunferencia de centro O y radio OP se pueden construir los ejes a y b como mediatrices de los segmentos PP0 y P0P’ respectivamente. a y b pasan por O, uno de los ángulos que forman a y b mide la mita...
	¿Son iguales las funciones e: ( ( ( / e = Sb o Sa y f : ( ( ( / f = Sa o Sb?
	Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la rotación.
	Se llama simetría central de centro O a la rotación de centro O y 180  en sentido horario o antihorario (Definición 1) y a la composición de dos simetrías axiales de ejes perpendiculares en O (Definición 2).
	/(*) ¿Qué posición relativa tienen una recta y su imagen en una simetría central?
	Dados dos puntos A y B se llama traslación de vector AB a  TAB: ( ( ( / si TAB (P) = P’, se cumple que ABP’P es paralelogramo (pudiendo ser este degenerado). (Definición 1)
	Si TAB (P) = P’ el cuadrilátero ABP’P es paralelogramo por lo que AB y PP’ son congruentes y paralelos. Si TAB (Q) = Q’ el cuadrilátero ABQ’Q es paralelogramo por lo que AB y QQ’ son congruentes y paralelos. Los segmentos PP’ y QQ’ son congruentes y p...
	.
	Por ser PQQ’P’ paralelogramo las rectas PQ y P’Q’ son paralelas.
	Se llama traslación de ejes a y b a Ta,b: ( ( ( / Ta,b= Sb o Sa con a y b sin puntos en común. (Definición 2)
	/Def. 2 ( Def. 1. Si a y b son disjuntos y Sa(P) = P0 y Sb(P0) = P’ se cumple que PP’ es perpendicular a a y b, d(P,P’) = d(P,P0) + d(P0,P’) = 2d(M,P0) + d(P0,PN) = d(M,N) = d(a,b), y el sentido de P a P’ coincide con el sentido de a a b.
	/Def. 1 ( Def. 2. Considerando un punto P0 en la recta PP’ se pueden construir los ejes a y b como mediatrices de los segmentos PP0 y P0P’ respectivamente. a y b son perpendiculares a PP’, la distancia entre a y b es la mitad de la distancia de P a P’...
	Dados dos puntos A, B y una recta e paralela a AB, se llama antitraslación de eje e y vector AB a  AtAB, e: ( ( ( / AtAB, e = TAB o Se. (Definición 1)
	Se puede ver que esta composición es conmutativa.
	/Se llama antitraslación de ejes a, b, c a Ata, b, c: ( ( ( / Ata ,b, c = Sc o Sb o Sa con a, b, c ni paralelos ni concurrentes los tres. (Definición 2)
	Def. 2 ( Def. 1
	Ata ,b, c = Sc o Sb o Sa con a ( b = (O(
	Ata ,b, c = Se o RO, 2α, ah
	Ata ,b, c = Sc o S2 o S1 con 2 ( c, 2 ( c = (H(
	Ata ,b, c = CH o S1
	Ata ,b, c = S4 o S3 o S1 con 3//1, 4 ( 1 = (J(
	Ata ,b, c = SJH o T2JH
	En el caso de dos ejes paralelos y uno secante se puede proceder en forma análoga.
	Def. 1 ( Def. 2
	AtAB, e = TAB o Se se puede expresar como AtAB, e = Sc o Sb o Se con b//c y perpendiculares a e.
	¿Cuál es la expresión más simple de la función f: ( ( ( / f = Sc o Sb o Sa con a, b, c paralelos o concurrentes? En el caso de ejes concurrentes, la composición de las dos primeras simetrías axiales es una rotación que se puede expresar mediante otras...
	Hasta aquí se han definido (definiciones 1) las siguientes funciones del plano: simetría axial, identidad, rotación (y como caso particular la simetría central), traslación y antitraslación, y demostrado que son isometrías.
	También se definió inicialmente la simetría axial y luego se consideró la composición de dos simetrías axiales distinguiendo según la posición relativa de sus ejes, obteniendo así la identidad, rotación y traslación (definiciones 2). Luego se consider...
	¿Es posible definir nuevas isometrías?
	Sin ser una demostración, se puede fortalecer la intuición de que la respuesta es negativa de esta forma: siguiendo la vía de componer simetrías axiales se puede indagar si es posible definir nuevas isometrías -distintas a las cinco ya mencionadas- si...
	Se presentan a continuación dos demostraciones posibles.
	Primera: Composición mínima de isometrías. (Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 129-132)
	Inicialmente se demostró que una isometría del plano está determinada si se conocen tres puntos no alineados y sus respectivas imágenes. Al considerar dos triángulos congruentes ABC y A’B’C’ estos pueden tener el mismo sentido o sentidos contrarios. ¿...
	En caso de isometría directa se puede componer la traslación de vector AA’ con la rotación de centro A’ y ángulo el formado por las rectas AB y A’B’, cuya expresión canónica será rotación o traslación. En caso de isometría indirecta puede ser la compo...
	Segunda: Composición mínima de simetrías axiales. (Jaime y Gutiérrez, 1996, pp. 38-40; Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 76-78; Stahl, 2010, pp. 216-218)
	¿Es posible hallar ejes de simetrías axiales que compuestas transformaran el triángulo ABC en el A’B’C’? ¿Cuál es el menor número de simetrías axiales que compuestas transforman el triángulo ABC en el A’B’C’? Una posible respuesta, en caso de isometrí...
	Se puede concluir que las isometrías del plano son cinco (simetría axial, identidad, rotación, traslación, antitraslación) y se pueden expresar como la composición de cómo máximo tres simetrías axiales.
	Respuestas distintas a las anteriores y entre sí pueden verse en Choquet (1964, pp. 73-75), Lages Lima (1996, pp. 24-29) y Puig Adam (1976, p. 48).
	Si G es un conjunto no vacío, se dice que el par (G,*) es un grupo si y sólo si * es una ley de composición interna en G, asociativa, con neutro y tal que todo elemento de G admite inverso respecto de *. Si además se cumple la propiedad conmutativa (G...
	(*) Cada uno de los siguientes conjuntos, con la composición de funciones ¿es grupo? ¿es grupo conmutativo?: i) simetrías axiales, ii) rotaciones del mismo centro, iii) rotaciones, iv) simetrías centrales, v) traslaciones, vi) antitraslaciones, vii) a...
	Simetría de rosetones, frisos y papeles de pared. Grupo de simetría de una figura. Se puede ampliar la idea de congruencia, axiomatizada para los triángulos en los cuatro criterios de congruencia, a cualquier par de figuras del plano. Dos figuras F y ...
	Una isometría f: ( ( ( es una simetría de la figura F si f(F) = F.
	(*) ¿Qué simetrías tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composición de simetrías de cada figura, ¿forman grupo?
	Al conjunto de simetrías de una figura se le llama grupo de simetría de dicha figura.
	Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente (Id(, (RO, 2(/2, RO, 2.2(/2 = Id(, (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, RO, 3.2(/3 = Id(, (RO, 2(/4, RO, 2.2(/4, RO, 3.2(/4, RO, 4.2(/4 = Id( y se les llama grupos cíclicos. Como notación...
	Dado un punto O y un natural n distinto de 0, se puede definir grupo cíclico de orden n como Cn = (RO, k.2(/n con k = 1,2, …, n(
	Se llaman figuras asimétricas a aquellas cuyo grupo de simetría contiene solo la identidad.
	(*) ¿Qué simetrías tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composición de simetrías de cada figura, ¿forman grupo?
	Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente (Id, Sm(, (RO, 2(/2, RO, 2.2(/2 = Id, Sm, St( = (RO, (, Id, Sm, Sm o RO, 2(/2( con t ( m por O, (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, RO, 3.2(/3 = Id, Sm, Sp, Sq( = (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, ...
	Dado un punto O, un natural n distinto de 0 y una recta m pasando por O, se puede definir grupo diedral de orden 2n como Dn = (RO, k.2(/n , Sm o RO, k.2(/n con k = 1,2, …, n(
	Dos grupos H y K se dicen isomorfos si existe una función biyectiva f: H → K que verifica f(k∗k´) = f(k)∗ f(k´) para todo k, k’ de H.
	Los grupos C2 y D1 anteriores son isomorfos como grupos abstractos, pero como grupos de simetría son distintos.
	Algunos textos  (Jaime y Gutiérrez, 1996; Ruiz y Ruiz, 2011) se refieren a las figuras que tienen grupos de simetría cíclicos o diedrales como rosetones, Alves y Galvao (1996, p. 158) llaman grupos rosetas a los grupos cíclicos y diedrales, mientras q...
	(*) ¿Es posible construir una figura que tenga grupo de simetría finito y no pertenezca a las familias anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar convicción de que todo grupo finito de simetría de una figura plana es cícli...
	Imaginemos que las figuras al costado (Barrow, 2007, p. 193) se extienden indefinidamente en ambos sentidos a lo largo de las mismas formando una nueva figura que es infinita. Las figuras imaginadas anteriormente se llaman frisos y se pueden definir ...
	(*) ¿Cada grupo de simetría de los frisos de una columna tiene un grupo de simetría igual en los frisos de la otra columna?
	(*) ¿Es posible construir un friso que tenga grupo de simetría distinto a los de los frisos anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar convicción de que los grupos de simetría de los frisos son los siete ya identificados.
	A continuación se puede orientar una demostración mediante nuevas preguntas: ¿Qué simetrías axiales admite un friso?, ¿qué rotaciones?, ¿qué traslaciones?, ¿qué antitraslaciones? Si un friso tiene simetrías axiales ‘verticales’, ¿tiene traslaciones? S...
	Si pensamos en las posibles repeticiones que puede tener un motivo, no ya a lo largo de una dirección como en los frisos, sino en un plano como en los empapelados (wallpaper en inglés), las posibilidades son mayores. Los empapelados se puede definir c...
	/(*) Imaginemos que cada una de las diecisiete figuras adyacente se extiende al plano. ¿Qué simetrías admite cada una?
	El estudio de los grupos cristalográficos planos es derivado del estudio de los cristales. “En 1890, antes de demostrar el resultado análogo para los tipos de grupos de simetría plana, Fedorov ya había demostrado que existen solo 230 tipos distintos d...
	El caso paradigmático de diseños de empapelados –y al que refiere casi la totalidad de la bibliografía consultada- es la Alhambra en Granada-España donde aparecen diseños correspondientes a los diecisiete grupos (AA. VV, 1995). Los diseños de la Alham...
	(*) ¿Qué grupo de simetría tiene cada uno de los empapelados anteriores diseñados por Escher?
	Hoy en día la construcción de rosetones, frisos o empapelados puede realizarse en forma inmediata mediante software disponible en internet como ‘Tess’, que  indica qué isometrías se usan en cada uno de los diecisiete grupos de empapelados. Requiere un...
	Isometrías de la recta
	Se pueden particularizar las isometrías del plano y definir isometría en una recta de la misma forma que se definió en el plano, tomando a la recta como dominio y codominio de la función.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría de la recta?
	La imagen de un punto A de la recta puede ser cualquier otro punto f(A) de la recta. La imagen f(B) de un punto B, debe cumplir d(f(A),f(B)) = d(A,B) por lo que f(B) tiene dos posibilidades. Si el sentido de A hacia B es el mismo que de f(A) a f(B) se...
	Se puede concluir que si en una isometría de la recta se conocen dos puntos y sus respectivas imágenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto de la recta.
	¿Es posible definir en la recta una isometría análoga a la simetría axial del plano?
	Se llama simetría respecto a un punto O a la función SO : r ( r / i) si P ( O, O es punto medio del segmento PSO(P), ii) O = SO(O).
	Dados dos puntos A y B en la recta r, se llama traslación de vector AB a  TAB: r ( r / si TAB (P) = P’, se cumple que el sentido de P a P’ coincide con el de A a B y d(P, P’) = d(A,B). (Definición 1)
	(*) ¿Se puede definir la traslación como composición de simetrías respecto a puntos? En caso que sí, ¿bajo qué condiciones? (Definición 2)
	Se puede concluir que las isometrías de la recta son tres (simetría respecto a un punto, identidad, traslación) y se pueden expresar como la composición de cómo máximo dos simetrías respecto a puntos. (Teorema de determinación de isometrías de la rect...
	Isometrías del espacio
	Se pueden generalizar las isometrías del plano y definir isometría en el espacio de la misma forma que se definió en el plano, tomando el espacio como dominio y codominio de la función.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría del espacio?
	La imagen de un punto A puede ser cualquier punto f(A) del espacio. La imagen de un punto B debe estar en la esfera de centro f(A) y radio d(A,B). Elegido f(B), la imagen de un punto C, no alineado con A y B, debe estar en la circunferencia intersecci...
	¿Es posible definir en el espacio una isometría análoga a la simetría axial del plano?
	Se llama simetría respecto a un plano ( (o simetría bilateral o simetría especular) a la función S(: E ( E / i) si P ( (, ( es plano mediatriz del segmento PS((P), ii) si P ( (, entonces P = S( (P).
	(*) La función definida ¿es una isometría?, ¿es una isometría directa o indirecta?, ¿existe la isometría inversa?
	Al considerar dos puntos P, Q y sus imágenes P’, Q’ se puede considerar el plano determinado por las rectas paralelas PP’ y QQ’ y usar lo ya demostrado para la simetría axial del plano.
	Se llama identidad a la función I: E ( E / I(P) = P.
	La función compuesta de una simetría especular con ella misma es igual a la función identidad.
	¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de dos simetrías especulares?
	Se llama rotación de planos (  y (  a R(, ( : E ( E / R(, ( = S( o S( con (  y (  secantes. (Definición 2)
	Se llama traslación de planos (  y (  a T(, ( : E ( E / T(, ( = S( o S( con ( y ( sin puntos en común. (Definición 2)
	¿Son iguales las funciones e: E ( E / e = S( o S(  y f : E ( E / f = S( o S(?
	Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la rotación en torno a un eje o de la traslación, en forma análoga a como acontecía ...
	¿Es posible definir cada una de las funciones anteriores indicando cómo hallar la imagen de un punto?
	Dados una recta r y un ángulo AOB de medida α cuyo vértice O pertenece a r, cuyos lados OA y OB están en un plano perpendicular a r y el ángulo está orientado (supongamos en sentido antihorario) se llama rotación en torno a la recta r, de ángulo α y e...
	La rotación en torno a una recta así definida (Definición 1), ¿es una isometría?
	Si Rr, α, ah (P) = P’ y Rr, α, ah (Q) = Q’, hay que demostrar que d(P,Q) = d(P’,Q’). Si Q0 y Q’0 son las proyecciones ortogonales de Q y Q’ respectivamente sobre el plano P,O,P’, se pueden considerar los triángulos rectángulos PQ0Q y P’Q’0Q’ que tiene...
	Se llama media vuelta sobre una recta r a la rotación sobre la recta r y 180  en sentido horario o antihorario (Definición 1) y a la composición de dos simetrías especulares de planos perpendiculares en r (Definición 2).
	(*) ¿Qué posición relativa tienen un plano y su imagen en una media vuelta sobre una recta r?
	Dados dos puntos A y B se llama traslación de vector AB a TAB: E ( E / si TAB (P) = P’, se cumple que ABP’P es paralelogramo (pudiendo ser este degenerado). (Definición 1)
	¿La traslación así definida (Definición 1) es una isometría? La idea central de demostración hecha para el caso de traslación en el plano sigue siendo válida en el espacio.
	(*) ¿Qué posición relativa tienen un plano y su imagen en una traslación?
	(*) ¿Bajo qué condiciones las dos definiciones anteriores de rotación en torno a un eje o traslación definen la misma función? En otras palabras, dada una rotación en torno a un eje o una traslación mediante la definición 2, ¿se puede expresar mediant...
	En el caso de la rotación en torno a un eje y considerando un plano perpendicular al eje, se puede transferir la equivalencia entre definición 1 y definición 2 de rotación establecida en el plano, y luego considerar los planos definidos por el eje y l...
	¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de tres simetrías especulares? Las posiciones relativas para tres planos son: i) Tres planos paralelos; ii) Dos planos paralelos y uno secante (caso particular: el plano secante ...
	Los casos i) y iv) se pueden reducir a una simetría especular trabajando en un plano perpendicular a los planos paralelos o a la intersección de los tres planos y estableciendo una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes paralelo...
	Los casos ii) y iii), trabajando en un plano perpendicular a las intersecciones de los planos y estableciendo una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes ni paralelos ni concurrentes del plano, se pueden expresar como la composic...
	El caso v), si se considera el caso particular de los planos perpendiculares dos a dos, se puede expresar como la composición de una rotación (de media vuelta) en torno a un eje con una simetría especular de plano perpendicular al eje de rotación. Se ...
	Se pueden definir, de una manera distinta a la composición de simetrías especulares, las siguientes isometrías:
	Dados una recta r y un plano ( perpendicular a r, se llama simetría con respecto al plano ( con rotación respecto a r a SRr, (: E ( E / SRr, ( = Rr, α, ah o S(. (Definición 1)
	Dados dos puntos A, B y un plano ( paralelo a AB, se llama simetría con respecto al plano ( con deslizamiento AB a  STAB, (: E ( E / STAB, ( = TAB o S(. (Definición 1)
	¿Se pueden definir nuevas isometrías del espacio a partir de la composición de cuatro simetrías especulares?
	Si se considera la composición de las dos primeras simetrías especulares por un lado y la composición de las dos restantes por otro, cada composición puede ser una traslación o una rotación en torno a un eje, según si los planos sean paralelos o secan...
	La situación i) resulta una traslación de vector suma de los vectores de las traslaciones originales. Las situaciones ii) y iii) se pueden expresar como la composición de una traslación con una rotación de eje paralelo al vector de traslación. (Puig A...
	Se pueden definir, de una manera distinta a la composición de simetrías especulares, la siguiente isometría:
	Dados una recta r y un vector AB paralelo a r, se llama isometría helicoidal a la función compuesta de una traslación de vector AB con una rotación en torno a la recta r:
	H: E ( E / H = TAB o Rr, α, ah
	A partir de las demostraciones hechas para las isometrías del plano es posible elaborar demostraciones análogas en el espacio. Se podría concluir así que las isometrías del espacio son las siete ya definidas y se pueden expresar como la composición de...
	b.2) Fundamentación epistemológica de la relevancia disciplinar de las isometrías
	¿Qué es la geometría? Una primera respuesta podría ser ‘la ciencia que estudia las propiedades de las figuras geométricas’, entendiendo por figura geométrica a cualquier conjunto de puntos. Para que esta definición tenga sentido habría que precisar qu...
	En el concepto de Geometría, que es el estudio de las propiedades geométricas, intervienen pues dos nociones fundamentales: la noción de espacio, esto es, el conjunto de todos los puntos, rectas, planos y demás figuras, y la noción de transformación d...
	Las transformaciones que importan para precisar el concepto de geometría son las que forman grupo. La definición anterior se podría reformular de la siguiente manera: “La geometría es la disciplina que estudia las propiedades de las figuras de cierto ...
	Las isometrías son importantes no solo para precisar el concepto de geometría, sino que tienen importancia a la hora de resolver problemas, en especial problemas de construcción. Por ejemplo: ‘¿Existen triángulos equiláteros que tengan los tres vértic...
	A su vez el estudio de las isometrías provee métodos generales que pueden ser aplicados en la solución de problemas geométricos que de otra manera requieren la consideración de diversos casos. (Yaglom, 1968, pp. 11-12) Por ejemplo, el siguiente: ‘El t...
	c) Proyección en líneas de investigación de la enseñanza de las isometrías
	Según el modelo van Hiele (Jaime y Gutiérrez, 1996; de Villiers, 1998) el pensamiento geométrico de los estudiantes pasa por cinco niveles y tiene algunas propiedades que lo caracterizan: i) no se puede alterar el orden de adquisición de los niveles d...
	El tener presente los niveles de razonamiento así como las características generales de la teoría puede ayudar a evitar ciertas prácticas. Cuando un profesor pide ‘demostrar’ esto tiene significados distintos según el estudiante esté razonando en el n...
	Según la teoría de van Hiele, la principal razón de la falla del currículum tradicional de geometría es que ésta es presentada en un nivel más alto del que los estudiantes están operando, en otras palabras ¡los estudiantes no pueden entender al profes...
	En Jaime y Gutiérrez (1995, 1996) se explicita qué son capaces de hacer los estudiantes, en lo referido a las isometrías, en los distintos niveles de pensamiento geométrico:
	Nivel 1. Reconocimiento. Reconocer la característica de isometría (conservación del tamaño y la forma de las figuras) de los movimientos físicos; reconocer los movimientos cuando se ven objetos en acción (por ejemplo: recorrido en línea recta, circula...
	Nivel 2. Análisis. Considerar los movimientos mediante sus elementos matemáticos; usar de forma explícita los elementos propios de cada movimiento (por ej. módulo, dirección y sentido del vector en la traslación); usar las definiciones en las explicac...
	Nivel 3. Deducción informal. Establecer relaciones entre las propiedades de las isometrías y descubrir nuevas propiedades y comprender argumentaciones generales para demostrarlas; comprender y usar la posibilidad de descomposición –de infinitas formas...
	Nivel 4. Deducción. Razonar formalmente, prescindiendo de todo soporte concreto para demostrar propiedades; comprender y utilizar la estructura algebraica de las isometrías del plano, hacer y comprender demostraciones formales completas, identificar l...
	Nivel 5. Rigor. Posibilidad de trabajar en sistemas axiomáticos distintos del usual de la geometría euclidiana; realizar deducciones abstractas basándose en un sistema de axiomas determinado.
	El modelo van Hiele puede servir como marco teórico de una investigación que se proponga determinar los niveles de pensamiento geométrico -en lo referido a las isometrías- de los estudiantes de magisterio, maestro técnico o profesorado a los que se en...
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	Mario Dalcín
	a) Aspectos didácticos
	a.1) Aspectos didácticos referidos a la enseñanza de la matemática en la formación de formadores
	¿Qué se pretende de la enseñanza de la matemática en enseñanza media? De las respuestas que se den a esta pregunta dependerá el cómo hacerlo, y también el cómo formar al profesor para dicha tarea. El colectivo docente Grupo Cero (Valencia) plantea
	desplazar de la materia al alumno el centro de gravedad de la enseñanza de la matemática… más que el conocimiento específico de determinados conceptos y técnicas matemáticas, lo que puede servirle al estudiante son capacidades básicas que se consolida...
	En el mismo sentido se expresan el NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) de Estados Unidos y Canadá, y la Inspección de Matemática del CES (2017) de nuestro país.
	“Los profesores tienen la tendencia a enseñar tal como ellos fueron enseñados” (Santaló, 1993, p. 13), que suele ser en el modelo normativo, centrado en el contenido –ya acabado- que es comunicado por el profesor al estudiante (Charnay, 2002). Recomen...
	parecería muy conveniente no dejar el aprendizaje de la metodología para los cursos de didáctica especial, sino en todas las materias de su carera se debería aplicar la metodología que después los futuros profesores deberán aplicar en el ejercicio de ...
	Para formar un profesor de matemática de enseñanza media que pueda llevar adelante su tarea acorde a lo que se espera de ella, considero que la relación más fructífera entre el saber a enseñar, el que aprende y el que enseña, se da en el modelo aproxi...
	Poner en práctica el modelo aproximativo implica también tener en cuenta las formas de pensar la matemática de los propios estudiantes. Sowder y Harel (1998) introducen el concepto de esquema de argumentación (proof scheme) de una persona como “lo que...
	Lo expresado antes, si bien hace referencia a la formación de Profesores de Matemática de Enseñanza Media, también lo considero válido para la enseñanza de cualquier contenido matemático en Magisterio o Maestro Técnico.
	a.2) Relevancia del tema isometrías para la enseñanza en la formación de formadores, incluidas estrategias y evaluación
	En la presentación de las isometrías que sigue estas son definidas como funciones -un concepto que atraviesa toda la matemática-, pudiendo ser su domino y codominio la recta, el plano o el espacio. En cualquiera de los casos cada función es definida e...
	En lo aquí presentado se asumen como axiomas los criterios de congruencia de triángulos (CCT). Esta elección se fundamenta en varios motivos:
	i) los estudiantes están familiarizados con los CCT y esto posibilita que recurran a ellos a la hora de elaborar, por sus propios medios, demostraciones para las preguntas anteriores. Esta organización de la geometría euclidiana es la que aparece en A...
	ii) posibilita formularse preguntas –y elaborar demostraciones en base a conocimientos que ya tienen los estudiantes- acerca de cuántos puntos y sus imágenes es necesario conocer para determinar una isometría, si las funciones definidas son isometrías...
	iii) Asumir los CCT desde un principio también posibilita concebir los cursos de geometría como una unidad teórico-práctica, cosa difícil de conseguir en otros enfoques, como lo dicen Casella et al. (1989, p. 4):
	… el estudiante notará que también ocurre aquí –y en forma más marcada- el desfasaje en el tiempo en los tratamientos teóricos y la resolución de problemas. Esto surge como inevitable en el esquema didáctico propuesto; tratar de acompasar los cursos t...
	La cita revela una concepción de la enseñanza y del aprendizaje acorde al modelo normativo (Charnay, 2002), su preocupación principal está en las ideas matemáticas a enseñar.
	¿Hay alguna diferencia en cuanto a los fundamentos y desarrollo de la Geometría en uno u otro enfoque? Ninguna. Se puede construir la geometría plana de ambas maneras. (Klein, 1931, pp. 212-237) Dado que ambos enfoques son coherentes, la elección por ...
	Compartimos con de Villiers (1998, p. 25) que “el desarrollo de software para la Geometría Dinámica (GD) en años recientes es ciertamente el desarrollo más emocionante en geometría desde Euclides” pero esta ha sido poco incorporada a la enseñanza. Dad...
	Geometría I (GI). La geometría natural. La fuente de validación es la realidad, el mundo sensible. Hay una cierta confusión entre el modelo y la realidad. La deducción se hace centralmente mediante la percepción y el uso de instrumentos.
	Geometría II (GII). La geometría axiomática natural. La fuente de validación se basa sobre lo hipotético deductivo en un sistema axiomático lo más preciso posible. Pero dicho sistema axiomático se mantiene lo más fiel posible a la realidad.
	Geometría III (GIII). La geometría axiomática formalista. Se cortan los lazos de la geometría con la realidad. El razonamiento lógico se impone y los axiomas no se basan en lo sensible, en lo real.
	Estas tres geometrías nos dan un marco desde el cual dar cuenta de toda la geometría, desde la que trabaja un estudiante al iniciar su formación en la escuela primaria hasta aquella con la que trabaja un matemático. Tradicionalmente se ha concebido la...
	Otro aspecto importante de las isometrías en la formación de un Maestro, Maestro Técnico o Profesor de Matemática, es la de permitir establecer un vínculo entre estos conceptos matemáticos y la realidad, sea esta materia inerte, materia viva o producc...
	Asumir un modelo de enseñanza implica asumir una forma de evaluación acorde. La evaluación en el modelo normativo suele estar referida solo a los productos de la actividad matemática (axiomas, definiciones, teoremas, demostraciones), suele hacerse al ...
	El desarrollo que se hace a continuación fue pensado para trabajarse con estudiantes que cursan los primeros semestres de su formación inicial. En el caso de Magisterio o de Maestro Técnico, una adaptación -como por ejemplo las que proponen Carrillo y...
	b) Aspectos disciplinarios
	b.1) Conceptos o ideas involucrados en el tema isometrías
	Dicho desarrollo se hará en base a definiciones y a preguntas. Dada la extensión estipulada para este proyecto, solo algunas preguntas tendrán su respuesta debidamente fundada mediante una demostración, otras –que se indican con un (*)- que sí deben s...
	Isometrías del plano
	/Una función del plano en el plano es isometría si conserva la distancia.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría del plano?
	Al hallar las  imágenes de A, B, C, D –en ese orden- en la isometría f, f(A) puede ser cualquier punto del plano, f(B) debe pertenecer a la circunferencia de centro f(A) y radio d(A,B), f(C) debe pertenecer a la intersección de las circunferencias de ...
	f(C) tiene solo dos posibilidades. Dependiendo de cuál de los dos posibles f(C) se seleccione, la isometría f será directa si el sentido de ABC y f(A)f(B)f(C) coincide, indirecta en caso que no. f (D) debe pertenecer a C f (A), d (D,A) ( C f (B), d (D...
	Para el f(C) considerado en la figura la isometría es directa, lo que permite elegir uno de los dos f(D) posibles. En estas condiciones, ¿d(C,D) = d(f(C),f(D)? Para ver que sí:
	Los triángulos ABD y f(A)f(B)f(D) son congruentes (CCT1) ( d(B,D) = d(f(B),f(D))
	Los triángulos ABC y f(A)f(B)f(C) son congruentes (CCT3) ( d(B,C) = d(f(B),f(C))
	De la congruencia de las parejas de triángulos anteriores se deduce que los ángulos DBC = ABC – ABD y f(D)f(B)f(C) = f(A)f(B)f(C) - f(A)f(B)f(D) son congruentes ( los triángulos DBC y f(D)f(B)f(C) son congruentes (CCT1) ( d(D,C) = d(f(D),f(C)).
	Lo hecho para el punto D se puede repetir para un punto cualquiera del plano.
	Se puede concluir que si en una isometría del plano se conocen tres puntos no alineados y sus respectivas imágenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto del plano. (Teorema de determinación de isometrías del plano)
	Para cada una de las funciones que se definen a seguir se formularán las siguientes preguntas (posibles de plantear a los estudiantes) a continuación de las definiciones 1: ¿es una isometría?, ¿es una isometría directa o indirecta?, ¿existe la isometr...
	Se llama simetría axial de eje e a la función Se : ( ( ( / i) si P ( e, e es mediatriz del segmento PSe(P), ii) si P ( e, entonces P = Se(P).
	Para demostrar que esta función conserva la distancia hay que considerar cuatro casos según P y Q i) pertenezcan al eje, ii) uno pertenezca al eje y el otro no, iii) ambos pertenezcan al mismo semiplano de borde el eje, iv) pertenezcan a semiplanos op...
	A partir de las funciones f: ( ( ( y g: ( ( ( se define la función compuesta de g con f como (g o f): ( ( ( / (g o f)(P) = g(f(P))
	/¿La composición de dos isometrías es una isometría? Si la función f es isometría conserva las distancias y si la función g es isometría también conserva las distancias, por lo que la función (g o f) también conserva las distancias y por lo tanto es i...
	Se llama identidad a la función I: ( ( ( / I(P) = P.
	La función compuesta de una simetría axial con ella misma es igual a la función identidad.
	Dados un punto O y un ángulo AOB de medida α, se llama rotación de centro O, ángulo α y sentido de A a B (supongamos antihorario) a RO, α, ah: ( ( ( / i) RO, α, ah (O) = O, ii) Si P ( O y RO, α, ah (P) = P’, se cumple: d(O,P) = d(O,P’), el ángulo POP’...
	Los triángulos OPQ y OP’Q’ son congruentes (CCT1) ( d(P,Q) = d(P’,Q’) ( RO, α, ah es isometría
	Si las rectas PQ y P’Q’ son secantes se cumple que los ángulos IQO e IQ’O son congruentes, por lo que IQQ’O es inscritible, de donde los ángulos QIQ’ y QOQ’ son congruentes.  Así uno de los ángulos que forma una recta y su imagen es congruente al ángu...
	/Se llama rotación de ejes a y b a Ra,b: ( ( ( / Ra,b= Sb o Sa con a y b secantes. (Definición 2)
	Def. 2 ( Def. 1. Si a y b se cortan en O y Sa(P) = P0 y Sb(P0) = P’ se cumple que d(O,P) = d(O,P’) por ser a y b mediatrices de PP0 y P0P’ respectivamente. Además el ángulo POP’ mide el doble de uno de los ángulos formados por a y b debido a la iguald...
	/Def. 1 ( Def. 2. Considerando un punto P0 en la circunferencia de centro O y radio OP se pueden construir los ejes a y b como mediatrices de los segmentos PP0 y P0P’ respectivamente. a y b pasan por O, uno de los ángulos que forman a y b mide la mita...
	¿Son iguales las funciones e: ( ( ( / e = Sb o Sa y f : ( ( ( / f = Sa o Sb?
	Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la rotación.
	Se llama simetría central de centro O a la rotación de centro O y 180  en sentido horario o antihorario (Definición 1) y a la composición de dos simetrías axiales de ejes perpendiculares en O (Definición 2).
	/(*) ¿Qué posición relativa tienen una recta y su imagen en una simetría central?
	Dados dos puntos A y B se llama traslación de vector AB a  TAB: ( ( ( / si TAB (P) = P’, se cumple que ABP’P es paralelogramo (pudiendo ser este degenerado). (Definición 1)
	Si TAB (P) = P’ el cuadrilátero ABP’P es paralelogramo por lo que AB y PP’ son congruentes y paralelos. Si TAB (Q) = Q’ el cuadrilátero ABQ’Q es paralelogramo por lo que AB y QQ’ son congruentes y paralelos. Los segmentos PP’ y QQ’ son congruentes y p...
	.
	Por ser PQQ’P’ paralelogramo las rectas PQ y P’Q’ son paralelas.
	Se llama traslación de ejes a y b a Ta,b: ( ( ( / Ta,b= Sb o Sa con a y b sin puntos en común. (Definición 2)
	/Def. 2 ( Def. 1. Si a y b son disjuntos y Sa(P) = P0 y Sb(P0) = P’ se cumple que PP’ es perpendicular a a y b, d(P,P’) = d(P,P0) + d(P0,P’) = 2d(M,P0) + d(P0,PN) = d(M,N) = d(a,b), y el sentido de P a P’ coincide con el sentido de a a b.
	/Def. 1 ( Def. 2. Considerando un punto P0 en la recta PP’ se pueden construir los ejes a y b como mediatrices de los segmentos PP0 y P0P’ respectivamente. a y b son perpendiculares a PP’, la distancia entre a y b es la mitad de la distancia de P a P’...
	Dados dos puntos A, B y una recta e paralela a AB, se llama antitraslación de eje e y vector AB a  AtAB, e: ( ( ( / AtAB, e = TAB o Se. (Definición 1)
	Se puede ver que esta composición es conmutativa.
	/Se llama antitraslación de ejes a, b, c a Ata, b, c: ( ( ( / Ata ,b, c = Sc o Sb o Sa con a, b, c ni paralelos ni concurrentes los tres. (Definición 2)
	Def. 2 ( Def. 1
	Ata ,b, c = Sc o Sb o Sa con a ( b = (O(
	Ata ,b, c = Se o RO, 2α, ah
	Ata ,b, c = Sc o S2 o S1 con 2 ( c, 2 ( c = (H(
	Ata ,b, c = CH o S1
	Ata ,b, c = S4 o S3 o S1 con 3//1, 4 ( 1 = (J(
	Ata ,b, c = SJH o T2JH
	En el caso de dos ejes paralelos y uno secante se puede proceder en forma análoga.
	Def. 1 ( Def. 2
	AtAB, e = TAB o Se se puede expresar como AtAB, e = Sc o Sb o Se con b//c y perpendiculares a e.
	¿Cuál es la expresión más simple de la función f: ( ( ( / f = Sc o Sb o Sa con a, b, c paralelos o concurrentes? En el caso de ejes concurrentes, la composición de las dos primeras simetrías axiales es una rotación que se puede expresar mediante otras...
	Hasta aquí se han definido (definiciones 1) las siguientes funciones del plano: simetría axial, identidad, rotación (y como caso particular la simetría central), traslación y antitraslación, y demostrado que son isometrías.
	También se definió inicialmente la simetría axial y luego se consideró la composición de dos simetrías axiales distinguiendo según la posición relativa de sus ejes, obteniendo así la identidad, rotación y traslación (definiciones 2). Luego se consider...
	¿Es posible definir nuevas isometrías?
	Sin ser una demostración, se puede fortalecer la intuición de que la respuesta es negativa de esta forma: siguiendo la vía de componer simetrías axiales se puede indagar si es posible definir nuevas isometrías -distintas a las cinco ya mencionadas- si...
	Se presentan a continuación dos demostraciones posibles.
	Primera: Composición mínima de isometrías. (Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 129-132)
	Inicialmente se demostró que una isometría del plano está determinada si se conocen tres puntos no alineados y sus respectivas imágenes. Al considerar dos triángulos congruentes ABC y A’B’C’ estos pueden tener el mismo sentido o sentidos contrarios. ¿...
	En caso de isometría directa se puede componer la traslación de vector AA’ con la rotación de centro A’ y ángulo el formado por las rectas AB y A’B’, cuya expresión canónica será rotación o traslación. En caso de isometría indirecta puede ser la compo...
	Segunda: Composición mínima de simetrías axiales. (Jaime y Gutiérrez, 1996, pp. 38-40; Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 76-78; Stahl, 2010, pp. 216-218)
	¿Es posible hallar ejes de simetrías axiales que compuestas transformaran el triángulo ABC en el A’B’C’? ¿Cuál es el menor número de simetrías axiales que compuestas transforman el triángulo ABC en el A’B’C’? Una posible respuesta, en caso de isometrí...
	Se puede concluir que las isometrías del plano son cinco (simetría axial, identidad, rotación, traslación, antitraslación) y se pueden expresar como la composición de cómo máximo tres simetrías axiales.
	Respuestas distintas a las anteriores y entre sí pueden verse en Choquet (1964, pp. 73-75), Lages Lima (1996, pp. 24-29) y Puig Adam (1976, p. 48).
	Si G es un conjunto no vacío, se dice que el par (G,*) es un grupo si y sólo si * es una ley de composición interna en G, asociativa, con neutro y tal que todo elemento de G admite inverso respecto de *. Si además se cumple la propiedad conmutativa (G...
	(*) Cada uno de los siguientes conjuntos, con la composición de funciones ¿es grupo? ¿es grupo conmutativo?: i) simetrías axiales, ii) rotaciones del mismo centro, iii) rotaciones, iv) simetrías centrales, v) traslaciones, vi) antitraslaciones, vii) a...
	Simetría de rosetones, frisos y papeles de pared. Grupo de simetría de una figura. Se puede ampliar la idea de congruencia, axiomatizada para los triángulos en los cuatro criterios de congruencia, a cualquier par de figuras del plano. Dos figuras F y ...
	Una isometría f: ( ( ( es una simetría de la figura F si f(F) = F.
	(*) ¿Qué simetrías tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composición de simetrías de cada figura, ¿forman grupo?
	Al conjunto de simetrías de una figura se le llama grupo de simetría de dicha figura.
	Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente (Id(, (RO, 2(/2, RO, 2.2(/2 = Id(, (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, RO, 3.2(/3 = Id(, (RO, 2(/4, RO, 2.2(/4, RO, 3.2(/4, RO, 4.2(/4 = Id( y se les llama grupos cíclicos. Como notación...
	Dado un punto O y un natural n distinto de 0, se puede definir grupo cíclico de orden n como Cn = (RO, k.2(/n con k = 1,2, …, n(
	Se llaman figuras asimétricas a aquellas cuyo grupo de simetría contiene solo la identidad.
	(*) ¿Qué simetrías tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composición de simetrías de cada figura, ¿forman grupo?
	Los grupos de simetría de las primeras figuras anteriores son respectivamente (Id, Sm(, (RO, 2(/2, RO, 2.2(/2 = Id, Sm, St( = (RO, (, Id, Sm, Sm o RO, 2(/2( con t ( m por O, (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, RO, 3.2(/3 = Id, Sm, Sp, Sq( = (RO, 2(/3, RO, 2.2(/3, ...
	Dado un punto O, un natural n distinto de 0 y una recta m pasando por O, se puede definir grupo diedral de orden 2n como Dn = (RO, k.2(/n , Sm o RO, k.2(/n con k = 1,2, …, n(
	Dos grupos H y K se dicen isomorfos si existe una función biyectiva f: H → K que verifica f(k∗k´) = f(k)∗ f(k´) para todo k, k’ de H.
	Los grupos C2 y D1 anteriores son isomorfos como grupos abstractos, pero como grupos de simetría son distintos.
	Algunos textos  (Jaime y Gutiérrez, 1996; Ruiz y Ruiz, 2011) se refieren a las figuras que tienen grupos de simetría cíclicos o diedrales como rosetones, Alves y Galvao (1996, p. 158) llaman grupos rosetas a los grupos cíclicos y diedrales, mientras q...
	(*) ¿Es posible construir una figura que tenga grupo de simetría finito y no pertenezca a las familias anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar convicción de que todo grupo finito de simetría de una figura plana es cícli...
	Imaginemos que las figuras al costado (Barrow, 2007, p. 193) se extienden indefinidamente en ambos sentidos a lo largo de las mismas formando una nueva figura que es infinita. Las figuras imaginadas anteriormente se llaman frisos y se pueden definir ...
	(*) ¿Cada grupo de simetría de los frisos de una columna tiene un grupo de simetría igual en los frisos de la otra columna?
	(*) ¿Es posible construir un friso que tenga grupo de simetría distinto a los de los frisos anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar convicción de que los grupos de simetría de los frisos son los siete ya identificados.
	A continuación se puede orientar una demostración mediante nuevas preguntas: ¿Qué simetrías axiales admite un friso?, ¿qué rotaciones?, ¿qué traslaciones?, ¿qué antitraslaciones? Si un friso tiene simetrías axiales ‘verticales’, ¿tiene traslaciones? S...
	Si pensamos en las posibles repeticiones que puede tener un motivo, no ya a lo largo de una dirección como en los frisos, sino en un plano como en los empapelados (wallpaper en inglés), las posibilidades son mayores. Los empapelados se puede definir c...
	/(*) Imaginemos que cada una de las diecisiete figuras adyacente se extiende al plano. ¿Qué simetrías admite cada una?
	El estudio de los grupos cristalográficos planos es derivado del estudio de los cristales. “En 1890, antes de demostrar el resultado análogo para los tipos de grupos de simetría plana, Fedorov ya había demostrado que existen solo 230 tipos distintos d...
	El caso paradigmático de diseños de empapelados –y al que refiere casi la totalidad de la bibliografía consultada- es la Alhambra en Granada-España donde aparecen diseños correspondientes a los diecisiete grupos (AA. VV, 1995). Los diseños de la Alham...
	(*) ¿Qué grupo de simetría tiene cada uno de los empapelados anteriores diseñados por Escher?
	Hoy en día la construcción de rosetones, frisos o empapelados puede realizarse en forma inmediata mediante software disponible en internet como ‘Tess’, que  indica qué isometrías se usan en cada uno de los diecisiete grupos de empapelados. Requiere un...
	Isometrías de la recta
	Se pueden particularizar las isometrías del plano y definir isometría en una recta de la misma forma que se definió en el plano, tomando a la recta como dominio y codominio de la función.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría de la recta?
	La imagen de un punto A de la recta puede ser cualquier otro punto f(A) de la recta. La imagen f(B) de un punto B, debe cumplir d(f(A),f(B)) = d(A,B) por lo que f(B) tiene dos posibilidades. Si el sentido de A hacia B es el mismo que de f(A) a f(B) se...
	Se puede concluir que si en una isometría de la recta se conocen dos puntos y sus respectivas imágenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto de la recta.
	¿Es posible definir en la recta una isometría análoga a la simetría axial del plano?
	Se llama simetría respecto a un punto O a la función SO : r ( r / i) si P ( O, O es punto medio del segmento PSO(P), ii) O = SO(O).
	Dados dos puntos A y B en la recta r, se llama traslación de vector AB a  TAB: r ( r / si TAB (P) = P’, se cumple que el sentido de P a P’ coincide con el de A a B y d(P, P’) = d(A,B). (Definición 1)
	(*) ¿Se puede definir la traslación como composición de simetrías respecto a puntos? En caso que sí, ¿bajo qué condiciones? (Definición 2)
	Se puede concluir que las isometrías de la recta son tres (simetría respecto a un punto, identidad, traslación) y se pueden expresar como la composición de cómo máximo dos simetrías respecto a puntos. (Teorema de determinación de isometrías de la rect...
	Isometrías del espacio
	Se pueden generalizar las isometrías del plano y definir isometría en el espacio de la misma forma que se definió en el plano, tomando el espacio como dominio y codominio de la función.
	¿Cuántos puntos y sus respectivas imágenes son necesarios conocer para determinar una isometría del espacio?
	La imagen de un punto A puede ser cualquier punto f(A) del espacio. La imagen de un punto B debe estar en la esfera de centro f(A) y radio d(A,B). Elegido f(B), la imagen de un punto C, no alineado con A y B, debe estar en la circunferencia intersecci...
	¿Es posible definir en el espacio una isometría análoga a la simetría axial del plano?
	Se llama simetría respecto a un plano ( (o simetría bilateral o simetría especular) a la función S(: E ( E / i) si P ( (, ( es plano mediatriz del segmento PS((P), ii) si P ( (, entonces P = S( (P).
	(*) La función definida ¿es una isometría?, ¿es una isometría directa o indirecta?, ¿existe la isometría inversa?
	Al considerar dos puntos P, Q y sus imágenes P’, Q’ se puede considerar el plano determinado por las rectas paralelas PP’ y QQ’ y usar lo ya demostrado para la simetría axial del plano.
	Se llama identidad a la función I: E ( E / I(P) = P.
	La función compuesta de una simetría especular con ella misma es igual a la función identidad.
	¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de dos simetrías especulares?
	Se llama rotación de planos (  y (  a R(, ( : E ( E / R(, ( = S( o S( con (  y (  secantes. (Definición 2)
	Se llama traslación de planos (  y (  a T(, ( : E ( E / T(, ( = S( o S( con ( y ( sin puntos en común. (Definición 2)
	¿Son iguales las funciones e: E ( E / e = S( o S(  y f : E ( E / f = S( o S(?
	Además de constatar la no conmutatividad de la composición de isometrías se puede apreciar que el orden en que se compongan las simetrías está vinculado al sentido de la rotación en torno a un eje o de la traslación, en forma análoga a como acontecía ...
	¿Es posible definir cada una de las funciones anteriores indicando cómo hallar la imagen de un punto?
	Dados una recta r y un ángulo AOB de medida α cuyo vértice O pertenece a r, cuyos lados OA y OB están en un plano perpendicular a r y el ángulo está orientado (supongamos en sentido antihorario) se llama rotación en torno a la recta r, de ángulo α y e...
	La rotación en torno a una recta así definida (Definición 1), ¿es una isometría?
	Si Rr, α, ah (P) = P’ y Rr, α, ah (Q) = Q’, hay que demostrar que d(P,Q) = d(P’,Q’). Si Q0 y Q’0 son las proyecciones ortogonales de Q y Q’ respectivamente sobre el plano P,O,P’, se pueden considerar los triángulos rectángulos PQ0Q y P’Q’0Q’ que tiene...
	Se llama media vuelta sobre una recta r a la rotación sobre la recta r y 180  en sentido horario o antihorario (Definición 1) y a la composición de dos simetrías especulares de planos perpendiculares en r (Definición 2).
	(*) ¿Qué posición relativa tienen un plano y su imagen en una media vuelta sobre una recta r?
	Dados dos puntos A y B se llama traslación de vector AB a TAB: E ( E / si TAB (P) = P’, se cumple que ABP’P es paralelogramo (pudiendo ser este degenerado). (Definición 1)
	¿La traslación así definida (Definición 1) es una isometría? La idea central de demostración hecha para el caso de traslación en el plano sigue siendo válida en el espacio.
	(*) ¿Qué posición relativa tienen un plano y su imagen en una traslación?
	(*) ¿Bajo qué condiciones las dos definiciones anteriores de rotación en torno a un eje o traslación definen la misma función? En otras palabras, dada una rotación en torno a un eje o una traslación mediante la definición 2, ¿se puede expresar mediant...
	En el caso de la rotación en torno a un eje y considerando un plano perpendicular al eje, se puede transferir la equivalencia entre definición 1 y definición 2 de rotación establecida en el plano, y luego considerar los planos definidos por el eje y l...
	¿Qué isometrías del espacio se pueden definir a partir de la composición de tres simetrías especulares? Las posiciones relativas para tres planos son: i) Tres planos paralelos; ii) Dos planos paralelos y uno secante (caso particular: el plano secante ...
	Los casos i) y iv) se pueden reducir a una simetría especular trabajando en un plano perpendicular a los planos paralelos o a la intersección de los tres planos y estableciendo una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes paralelo...
	Los casos ii) y iii), trabajando en un plano perpendicular a las intersecciones de los planos y estableciendo una analogía con la composición de tres simetrías axiales de ejes ni paralelos ni concurrentes del plano, se pueden expresar como la composic...
	El caso v), si se considera el caso particular de los planos perpendiculares dos a dos, se puede expresar como la composición de una rotación (de media vuelta) en torno a un eje con una simetría especular de plano perpendicular al eje de rotación. Se ...
	Se pueden definir, de una manera distinta a la composición de simetrías especulares, las siguientes isometrías:
	Dados una recta r y un plano ( perpendicular a r, se llama simetría con respecto al plano ( con rotación respecto a r a SRr, (: E ( E / SRr, ( = Rr, α, ah o S(. (Definición 1)
	Dados dos puntos A, B y un plano ( paralelo a AB, se llama simetría con respecto al plano ( con deslizamiento AB a  STAB, (: E ( E / STAB, ( = TAB o S(. (Definición 1)
	¿Se pueden definir nuevas isometrías del espacio a partir de la composición de cuatro simetrías especulares?
	Si se considera la composición de las dos primeras simetrías especulares por un lado y la composición de las dos restantes por otro, cada composición puede ser una traslación o una rotación en torno a un eje, según si los planos sean paralelos o secan...
	La situación i) resulta una traslación de vector suma de los vectores de las traslaciones originales. Las situaciones ii) y iii) se pueden expresar como la composición de una traslación con una rotación de eje paralelo al vector de traslación. (Puig A...
	Se pueden definir, de una manera distinta a la composición de simetrías especulares, la siguiente isometría:
	Dados una recta r y un vector AB paralelo a r, se llama isometría helicoidal a la función compuesta de una traslación de vector AB con una rotación en torno a la recta r:
	H: E ( E / H = TAB o Rr, α, ah
	A partir de las demostraciones hechas para las isometrías del plano es posible elaborar demostraciones análogas en el espacio. Se podría concluir así que las isometrías del espacio son las siete ya definidas y se pueden expresar como la composición de...
	b.2) Fundamentación epistemológica de la relevancia disciplinar de las isometrías
	¿Qué es la geometría? Una primera respuesta podría ser ‘la ciencia que estudia las propiedades de las figuras geométricas’, entendiendo por figura geométrica a cualquier conjunto de puntos. Para que esta definición tenga sentido habría que precisar qu...
	En el concepto de Geometría, que es el estudio de las propiedades geométricas, intervienen pues dos nociones fundamentales: la noción de espacio, esto es, el conjunto de todos los puntos, rectas, planos y demás figuras, y la noción de transformación d...
	Las transformaciones que importan para precisar el concepto de geometría son las que forman grupo. La definición anterior se podría reformular de la siguiente manera: “La geometría es la disciplina que estudia las propiedades de las figuras de cierto ...
	Las isometrías son importantes no solo para precisar el concepto de geometría, sino que tienen importancia a la hora de resolver problemas, en especial problemas de construcción. Por ejemplo: ‘¿Existen triángulos equiláteros que tengan los tres vértic...
	A su vez el estudio de las isometrías provee métodos generales que pueden ser aplicados en la solución de problemas geométricos que de otra manera requieren la consideración de diversos casos. (Yaglom, 1968, pp. 11-12) Por ejemplo, el siguiente: ‘El t...
	c) Proyección en líneas de investigación de la enseñanza de las isometrías
	Según el modelo van Hiele (Jaime y Gutiérrez, 1996; de Villiers, 1998) el pensamiento geométrico de los estudiantes pasa por cinco niveles y tiene algunas propiedades que lo caracterizan: i) no se puede alterar el orden de adquisición de los niveles d...
	El tener presente los niveles de razonamiento así como las características generales de la teoría puede ayudar a evitar ciertas prácticas. Cuando un profesor pide ‘demostrar’ esto tiene significados distintos según el estudiante esté razonando en el n...
	Según la teoría de van Hiele, la principal razón de la falla del currículum tradicional de geometría es que ésta es presentada en un nivel más alto del que los estudiantes están operando, en otras palabras ¡los estudiantes no pueden entender al profes...
	En Jaime y Gutiérrez (1995, 1996) se explicita qué son capaces de hacer los estudiantes, en lo referido a las isometrías, en los distintos niveles de pensamiento geométrico:
	Nivel 1. Reconocimiento. Reconocer la característica de isometría (conservación del tamaño y la forma de las figuras) de los movimientos físicos; reconocer los movimientos cuando se ven objetos en acción (por ejemplo: recorrido en línea recta, circula...
	Nivel 2. Análisis. Considerar los movimientos mediante sus elementos matemáticos; usar de forma explícita los elementos propios de cada movimiento (por ej. módulo, dirección y sentido del vector en la traslación); usar las definiciones en las explicac...
	Nivel 3. Deducción informal. Establecer relaciones entre las propiedades de las isometrías y descubrir nuevas propiedades y comprender argumentaciones generales para demostrarlas; comprender y usar la posibilidad de descomposición –de infinitas formas...
	Nivel 4. Deducción. Razonar formalmente, prescindiendo de todo soporte concreto para demostrar propiedades; comprender y utilizar la estructura algebraica de las isometrías del plano, hacer y comprender demostraciones formales completas, identificar l...
	Nivel 5. Rigor. Posibilidad de trabajar en sistemas axiomáticos distintos del usual de la geometría euclidiana; realizar deducciones abstractas basándose en un sistema de axiomas determinado.
	El modelo van Hiele puede servir como marco teórico de una investigación que se proponga determinar los niveles de pensamiento geométrico -en lo referido a las isometrías- de los estudiantes de magisterio, maestro técnico o profesorado a los que se en...
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