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Resumen

Disefiamos un proyecto de intervencion didactica parcurso de Geometria y
Algebra Lineal (GAL), asignatura especifica del wsep afio del profesorado de
Matematica de un Instituto de Formacion Docenté&deguay, a partir de dificultades
reportadas en la literatura relativas a la compdenslel concepto solucién de un
sistema de ecuaciones lineales por parte de estadide profesorado de matematica.

La intervencion consistio en la planificacion, sepdo una modalidad de
trabajo colaborativa entre un docente investigaglarn docente formador, de dos
secuencias de actividades para trabajar con lodiastes de profesorado los conceptos
solucion y conjunto solucion de sistemas de ecunasiolineales con dos y tres
incégnitas, su puesta en escena en la clase yipostdlexion.

Con este proyecto pretendemos explorar las conegientre las matematicas de
nivel superior que estan aprendiendo los estudiagnesu formacion inicial y las que
habran de ensefar en sus aulas de ensefianza media.

Concluimos que, en general, los estudiantes quiciparon del proyecto no
establecen conexiones entre las mateméticas gée agtendiendo y las que deberan
ensefiar. Recomendamos a los profesores formadoess @uentes entre el
conocimiento comun del contenido matematico quénesprendiendo los estudiantes y

el conocimiento matematico especializado, necegaiia la labor docente.

Palabras claves: Formaciéon de profesores. Conocimiento matematiconico

Conocimiento matematico especializado.

Abstract

We designed a didactic intervention project for @eometry and linear algebra
(GAL) course, which is a specific subject of them®d year of the training of the math
teaching career at “Instituto de Formacion DocelgdJruguay”. The starting point of
the Project is based on the difficulties, reportedthe literature, that mathematics
prospective have to understand the concept of solution of @aesyf linear
equations.

The intervention consisted on planning, followirail@borative work techniques
from part of a research teacher and a mathemaachér educators, two sequences of
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activities to work with teacher trainees the comsepf solution and set solution of
systems of linear equations with two and three owmkrs, its implementation in the
class and subsequent reflection.

With this project we intend to explore the connaasi between higher level
mathematics that math teacher trainees are leamithgir initial training and those that
they will be teaching after they graduate in thewn middle and high school
classrooms.

We conclude that, in general, the teacher traimgesparticipated in the project
do not establish connections between the mathesntitey are learning and the ones
they must teach. We recommend that teacher tragstablish connections between the
common knowledge of the mathematical content thattéacher trainees are learning

and the specialized mathematical knowledge neceswathe teaching work itself.

Key words: Teaching training. Common mathematical knowledg@ecklized

mathematical knowledge.
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Capitulo I: Introduccion

Se observan, a priori, algunas desconexiones kentoemacion de profesores y el
ejercicio profesional. La metodologia de ensefiaqeautilizan los formadores difiere
de la recomendada tanto por los profesores de tadidamomo por las investigaciones
emergentes en el campo de la Matematica Educaiiz) para las clases de ensefianza
media. La matematica que se aprende en la formaciéente no se conecta con la que
se ensefia en la educacion media. Al respecto agstgtresante recordar lo planteado
por Santald (1994):

No se debe, por ejemplo, dar un curso de Algebraedli o de Calculo

Infinitesimal para futuros profesores, de igual eranque para licenciados en
matematica, ingenieros o economistas. La ensef@amzd profesorado debe ser
coherente, salvando los niveles y la extension adetémas, con la que los

alumnos, futuros profesores, deberan luego impagus alumnos. (p. 2).

Diferentes organizaciones, desde fines del siglg a6 desarrollado estudios e
investigaciones en relacion a la formacion de pafes y han realizado
recomendaciones para la formacion de profesoremndefianza media. Entre ellas, la
National Council of Teachers of mathemat{®CTM) (1991) recomienda que los
futuros profesores de matematica deben ser ense@adimrma parecida a como ellos
luego deberdn ensefiar. Elomitee on the Undergraduate Mathematics Program
(CUNP) (2004) recomienda que los profesores endormdm deben aprender a hacer
conexiones apropiadas entre las matematicas stggerae estan aprendiendo y las que
deberan ensefiar luego en la educacion medi&oBference board of mathematical
science(CBMS) (2001) recomienda el redisefio de algunesosude matematica para
ayudar a los futuros profesores a hacer conexienis las matematicas superiores que
estan aprendiendo y las que luego deberan ensef@meducacion media.

En general, estos documentos acuerdan en quedesicps de ensefianza de la
matematica en la formacién docente deben dar naudstuna buena ensefianza de la
matematica, creando un ambiente propicio para lestoaccion del conocimiento,
proponiendo a los estudiantes actividades valiagas,promuevan la produccion del
conocimiento matematico, que estimulen el razonaimiey que permitan a los

estudiantes de profesorado hacer las conexionessam&s entre las matematicas
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avanzadas que estan aprendiendo en su formacidial igi las que luego deberan
ensefar en sus aulas de ensefianza media.

Por su parte Ochoviet (2015) expresa su preocupagsidelacion a la ensefianza
de la matematica en la formacion inicial de profespse plantea si la misma resulta util
a la hora de enfrentar los desafios de la laboertecen el nivel medio. Explica y
ejemplifica por qué los estudiantes de profesoraml@stablecen conexiones entre las
matematicas que aprenden con las que ensefiant&gper

Es claro que si persiste el aislamiento entre B lqa formadores de matematica
ensefian en sus aulas con los conocimientos matesigtie demanda el ejercicio
de la docencia en el nivel medio, no se estan eetd aspectos de la formacion
de nuestros estudiantes, futuros profesores. lemci@ de que la matematica que
se ensefa en formacion docente, resulta funciamaipsola al momento de tener

que ensefar en educacion media, es una utopiao\iet2015, p. 115).

Es en este contexto que proponemos un proyectotel®eéncion didactica con el
objetivo de contribuir a la formacion de profesodes matematica, aportando a la
consistencia entre el proceso de formacion y losocimientos que demanda el
ejercicio de la profesién docente.

Se desarrollara en un curso de Geometria y Algdimeal (GAL), curso
correspondiente al segundo afio del profesorado atenmatica, con estudiantes del
Instituto de Formacion Docente de Melo (IFD), gemstan a cargo de un formador
gue es egresado de la formacién de profesores.

La intervencion consiste en el disefio de dos setaknle actividades en forma
conjunta con el profesor formador responsable dledo; su puesta en escena en clase y
posterior andlisis y reflexion. Las tareas tiener pbjetivo hacer explicitas las
conexiones entre las matematicas que se ensefnfermacion docente y las que
luego los futuros docentes deberan ensefiar enudas de enseflanza media. Estas
tareas seran implementadas entendiendo a la aase en ambito para la produccion
de conocimiento y para el trabajo colaborativo.

El tema elegido para trabajar en la intervenciésadscion y conjunto solucion de
sistemas de ecuaciones lineales. La selecciérena se fundamenta en la importancia
y alcance que tiene el algebra lineal en difereatess de la matematica: matrices,

espacios vectoriales, resolucion de ecuacionesedid@les, aplicaciones a la fisica, la
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economia y la ingenieria entre otros. Curriculanmext estudio del algebra lineal en
Uruguay comienza en la educacién media (estudiateées3 y 14 afios), se inicia en
segundo afio con el estudio de las ecuacionesdmeain una incognita, continla en
tercer afo con los sistemas de ecuaciones lineafeslos incognitas y posteriormente
en cuarto afio con los sistemas de ecuaciones dfeadn tres incognitas. En
bachillerato se avanza en el estudio de matricetgerminantes y de sistemas de
ecuaciones lineales. Nos parecid interesante ablaslaonexiones entre los contenidos
de la unidad Sistemas de Ecuaciones corresponsliahteirso de GAL de la formacion
de profesores con los contenidos matematicos guiiforos docentes deberan ensefar
en el nivel medio, ya que seran ellos quienes é&mdrsu cargo iniciar a los estudiantes
de educacién media en el estudio del &lgebra lineal



Capitulo II: Antecedentes tematicos y formulacion € objetivos

A continuacion se presentan algunos trabajos destigacion que tienen relacion
con el tema que abordaremos. El capitulo se organde la siguiente manera:
[1.1) Trabajos de investigacion referentes al cim@nto necesario para la ensefianza.
[1.2) Resultados de investigacion que refierensadasconexiones existentes entre la
matematica que se aprende en la formacion docelatguye se ensefia en la educacion
media.

[1.3) Formulacion de objetivos.

[I.1) Trabajos de investigacion referentes al conadmiento necesario para la
ensefanza

Existen numerosos trabajos de investigacion qodrtantado dar respuesta a la
pregunta: ¢Qué conocimiento es necesario paraskfianza? Algunos de ellos son:
Shulman (2005)Hill, Ball y Schilling (2007) Ball, Thames y Phelps (2008) y Ball y
Bass (2009).

El trabajo de Lee Shulman (2005) es un aporte nmgortante en lo que
respecta a las componentes del conocimiento baadgansefianza. Shulman parte de
que el conocimiento de la materia no es suficiesgedecir, no basta que una persona
sepa matematica para poder ensefiarla, se necesttamas otros tipos de
conocimientos. Es asi que propuso las siguientagpanentes para el conocimiento

necesario para la ensefianza:
Conocimiento del contenidagefiriéndose al conocimiento de la materia

impartida;

Conocimiento pedagdgico generateniendo en cuenta especialmente
aquellos principios y estrategias generales de jmanerganizacion de la
clase que trascienden el ambito de la asignatura;

Conocimiento del curriculacon un especial dominio de los materiales y los

programas que sirven como “herramientas para @bbdfilel docente;
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Conocimiento didactico del contenidesa especial amalgama entre materia
y pedagogia que constituye una esfera exclusiiasdeaestros, su propia

forma especial de comprension profesional;
Conocimiento de los alumngge sus caracteristicas;

Conocimiento de los contextos educativogue abarcan desde el
funcionamiento del grupo o de la clase, la gestiGinanciacion de los

distritos escolares, hasta el caracter de las colades y culturas; y

Conocimiento de los objetivos, las finalidadess/\talores educativos, y de

sus fundamentos filosoficos e historig@@&hulman, 2005, p. 11).

La principal novedad de este modelo es el conoaimididactico del contenido
(CDC), el mismo resalta la importancia del conoeimd de la materia en cuestion y su
transformacion para la ensefianza. Este conocimen® que permite a los profesores
tomar un contenido que debe ser ensefiado y ada@adn determinado nivel o
contexto, teniendo en cuenta los intereses y cdpaes de los estudiantes, para luego

ser ensefiado. En este sentido Shulman sostiene:

La clave para distinguir el conocimiento base paransefianza esta en la
interseccion de la materia y la didactica, en jgacalad de un docente para
transformar su conocimiento de la materia en fornge sean

didacticamente impactantes y aun asi adaptabkesariedad que presentan

sus alumnos en cuanto a habilidades y bagaje.Ing@hu2005, p. 21).

Hill, Ball y Schilling (2007) buscan en su trabaje investigacion comprender el
conocimiento matematico necesario para la ensefiamaemplando los aportes
tedricos realizados por Shulman (1986). Su hip®tesicial es que ademas del
conocimiento de la materia los maestros poseers ébranas de conocimiento Utiles
para su trabajo, su objetivo es desarrollar unaanalizacion para este conocimiento
y delinear los limites de cada dominio. El modale groponen es el siguiente:
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Conocimiento del contenido

Conocimiento didactico del contenidp

Conocimiento
de contenido
comun (CCK)

Conocimiento
especializado
del contenido

Conocimiento

del contenido y

los estudiantes
(KCS)

Conocimiento
del contenido y

(SCK)

el curriculum

Conocimiento
matematico er
el horizonte

Conocimiento
del contenido y
la ensefanza
(KCT)

\_//

Cada una de las seis porciones del évalo representanocimiento necesario
para la ensefianza de la matematica. Del lado izbgkel 6valo el conocimiento de la
materia, subdividido en tres subdominios: el com@nto comun del contenido, el
conocimiento especializado del contenido y el conmnto matematico en el
horizonte. Del lado derecho del ovalo el conocittepedagdgico del contenido,
subdividido en tres subdominios: el conocimientd atenido y los estudiantes, el
conocimiento del contenido y la ensefianza y el caomento del contenido y el
curriculum. Los autores observan al analizar entasage opcion mdltiple y entrevistas
realizadas a mas de 5000 docentes en ejercicgup@s de ellos practicantes, que tanto
la familiaridad con aspectos del pensamiento mateméde los estudiantes, como con
los errores comunes de los mismos son elementasdetimiento para la ensefianza.
Concluyen que dentro del dominio del conocimientolal materia necesario para la
enseflanza hay una gran multidimensionalidad, qudosiinio sigue siendo poco
conceptualizado y poco estudiado. Pero entiendensgbien conceptualizarlo resulte
complejo es necesario para su desarrollo.

Ball, Thames y Phelps (2008) desarrollaron unadeeferida al conocimiento
del contenido para la ensefianza basada en loespedlizados por Shulman (1986),
con el objetivo de investigar la naturaleza delooimiento para la ensefianza de la
matematica, teniendo en cuenta el andlisis derlmdgmas matematicos que surgen de
la practica. Entienden que es necesario que lofegm®s conozcan los temas que
ensefian, se centran entonces en cémo los profesresitan saber esos contenidos y

qué otros conocimientos necesitan saber los pnaessobre las matematicas para

12



poder ensefiarlas. Para desarrollar el trabajocg@pen dar respuesta a las siguientes
preguntas: ¢Cuales son las tareas y problemasraetasg de la ensefianza de la
matematica? ¢Qué conocimientos matematicos, hathdgl y sensibilidades se
necesitan para gestionar estas tareas? Defineonekcimiento matematico para la
ensefianza como aquel que es necesario para réaiZzareas referidas a la ensefianza
de las matematicas.

Ball y Bass (2009) han desarrollado una teoriadzasa la practica en relacion
al trabajo de la ensefanza, con el objetivo de cemder mejor las demandas de la
ensefianza de la matematica. Estos autores comtimudesarrollando los seis
subdominios reportados en Hill, Ball y SchilingO®) y se centraron en el
conocimiento matematico en el horizonte. Entienglem la ensefianza de la matematica
puede ser desarrollada de mejor manera cuandadésspres tienen una perspectiva

mas amplia de la matematica.

[1.2) Resultados de investigaciones que refierenlas desconexiones existentes entre
la matematica que se aprende en la formacion docenly la que se ensefa en la
educacion media

Existen trabajos de investigacién que estudianaftizan las dificultades de los
estudiantes de profesorado en hacer las conexm@oesarias entre las matematicas que
estan aprendiendo en la formacion docente y lasdgben ensefar en la educacion
media. Algunos de ellos son: Marines y Monroy ()99arrera (1998), Monroy
(2008), Ochoviet (2009), Ticknor (2012).

Marines y Monroy (1998, referido en Ochoviet, 2088lizan un estudio sobre
las dificultades que presentan un grupo de maespescursaron algebra lineal y
quienes ademas tendran a su cargo cursos de algedalaa nivel superior, al trabajar
con sistemas de tres ecuaciones lineales comtrégnitas. Los autores observaron que
los maestros entrevistados presentan, en gendralltddes al pasar de un modo de
pensamiento sintético a uno analitico al trabajaires dimensiones. Concluyen que, en
general, los profesores no trabajan en sus cussasdtemas de tres ecuaciones lineales
con tres incognitas en modo grafico. Marines y Mgnrsugieren que deben
implementarse en los cursos mas estrategias deagiah y visualizacion que permitan
a los estudiantes pasar un modo de pensamieniiti@aluno geométrico y viceversa.

Barrera (1998, referido en Ochoviet, 2009) estuldis conexiones que se

presentan entre los modos de pensamiento geométreoalitico en un grupo de
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maestros que luego tendran a su cargo cursos eleralneal a nivel superior. El autor
observa que, en la mayoria de los casos, los &tadus son capaces de dar una
respuesta correcta en relacion al concepto solut@dm sistema de ecuaciones lineales
con tres incognitas utilizando la definicion, pgnesentan dificultades al aplicar el
concepto en una situacion geométrica. Barrera agadjue en general en los cursos
donde se trabaja &lgebra lineal, el concepto smiude un sistema de ecuaciones
lineales con tres incognitas es trabajado casiusk@mente desde un modo del
pensamiento analitico-aritmético, lo que lleva acamézar procedimientos y los
estudiantes no logran interiorizar el concepto.i&egque se trabaje ademas en el
contexto del pensamiento sintético-geométrico y edntransito entre modos de
pensamiento geométrico y analitico para lograr tpge alumnos interioricen el
concepto.

Monroy (2008, referido en Ochoviet, 2009), estudgdificultades que presentan
los estudiantes de los primeros semestres de flergangenieria y los profesores que
tienen a su cargo los cursos de algebra lineatekation al concepto de soluciéon y
planteamiento de sistemas homogéneos con tresnima®@ mas. El autor observa que
tanto los estudiantes como algunos de los profesdee algebra lineal presentan
dificultades para pasar de un modo de pensamieptooaal trabajar con sistemas de
ecuaciones lineales no cuadrados. Recomienda quealehjo con sistemas de
ecuaciones lineales en los cursos de algebra lgsesdalice de manera inversa a como
se acostumbra a trabajar, que se inicie el trabajmciendo la solucién del sistema
homogéneo, y a partir de la solucién plantearstéésia correspondiente y graficar.

Ochoviet (2009) realiza una investigacion sobreogicepto solucién de sistemas
de ecuaciones lineales con dos incognitas, comaanaorico utiliza los modos de
pensamiento de Sierpinska (2000): el sintético-geoon, el analitico-aritmético y el
analitico-estructural. En el proceso de la invesiign desarrolla un estudio exploratorio
en el que trabaja con 65 estudiantes divididosimtoayrupos. EI grupo 1 compuesto
por 22 estudiantes de tercer afio de educacion niedgupo 2, por 7 estudiantes de
quinto aflo de educacion media. El grupo 3, por dtldeantes de sexto afio de
educacion media. El grupo 4, por 11 estudiantesedgindo afio de profesorado de
matematica, todos ellos con amplia experiencia letrabajo con sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas y de tnescemnes lineales con tres incognitas.
El grupo 5 estd integrado por 14 estudiantes detccuaio de profesorado de

matematica, todos con una importante experienagiasgiemas de ecuaciones lineales

14



ya que todos ellos habian cursado GAL. Una de laguntas realizadas a los

estudiantes de los grupos 4y 5 fue (p. 18 y 19):

A continuacion aparecen graficadas las rectas agasia
un sistema de tres ecuaciones de primer grado asn d
incégnitas. ¢Cuéntas soluciones tiene el sistema?

Justifica tu respuesta.

En el grupo 4 (estudiantes de segundo afio de prafiis de matematica) respondieron:
que el sistema formado por las tres rectas no seh&ion (6 estudiantes), 4 dieron
otras respuestas y uno no contesto.

En el grupo 5 (estudiantes de profesorado de métarde cuarto afio) respondieron: 3
estudiantes que el sistema tenia 3 solucionesqué kel sistema no tiene solucion. Uno
de los estudiantes que contestd que el sistema 3iesoluciones, identificé cada punto
de corte de las rectas tomadas dos a dos con luwdsodel sistema. Este estudiante
dice: “tiene 3 soluciones porque el corte de elaglica que ese punto pertenece a
ambas rectas por lo que sus coordenadas van facatik tercera” (Ochoviet, 2009, p.

21-22). Segun la autora, este alumno evidenciaus@nf en el concepto de solucion de
un sistema y ofrece una respuesta similar a lagledtudiantes mas pequefios.

Ticknor (2012) reporta una investigacion realizaa un curso semestral de
algebra abstracta. Los participantes fueron elggfformador y cinco estudiantes de
profesorado de matematica. Su propoésito fue d@uesta a algunas preguntas, entre
ellas: ¢ La comprension matematica de conceptos @uouwnmutatividad, asociatividad

e inversos, desarrolladas en el aula de algebteaatss impactan en los conocimientos
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que ya tienen los estudiantes de profesorado? ¢ Qofftuyeron las identidades

matematicas de los estudiantes de profesoradovalutrarse en un curso de algebra
abstracta? La autora concluye que existe una desidon entre el uso de las

propiedades en problemas de algebra abstractaplisacion en la resolucion de tareas
de algebra de la escuela secundaria. Entiende gjueeeesario que los formadores
tengan como meta vincular los conceptos acercaoslesistemas numéricos y sus
estructuras estudiadas en el curso de &lgebraaetastcon el algebra que deberan
ensefar en la escuela secundaria, dado que ladiaggas de profesorado no logran
hacer esas conexiones en forma individual. Ader@asutora revela que el mayor
impacto en las identidades de los estudiantes dotams profesores de matematica fue
que se sintieron influenciados por el estilo deeBamza del profesor de algebra
abstracta, dejando en evidencia la importanciaadenietodologias utilizadas en las
clases de formacion docente.

Como puede observarse, coOmo se conecta lo quaesedapen la formacién inicial
de profesores con lo que se habra de ensefaremsdfianza media, de qué manera lo
aprendido redunda en el accionar docente y la camsm de lo que se ensefia a los
alumnos de educacion media, han sido objeto de mso® trabajos de investigacion en
el campo de la Matematica Educativa (ME). Estobaj@s dan cuenta de que la
problematica que pretendemos abordar es realgeexissta documentada. Se llevara a
cabo una intervencion para explorar la problemadical caso particular de un curso de
algebra lineal de la formacion inicial de profesode matematica.

Nos proponemos dar respuesta a la pregunta: ¢ Hecentudiantes de profesorado
de matematica conexiones apropiadas entre las ragtes) avanzadas que estan
aprendiendo en la formacion inicial con las queed&b ensefiar en los cursos de

enseflanza media?

[1.3) Formulacion de objetivos
[1.3.1) Objetivo general

Contribuir a la formacion de profesores de materaataportando a la
consistencia entre el proceso de formacion y losocinientos que demanda el
ejercicio de la profesién docente.

[1.3.2) Objetivo especifico

Explorar las conexiones entre el concepto de smhugiconjunto solucion de un

sistema de ecuaciones lineales de la unidad Sistden&cuaciones correspondientes al
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curso de GAL de la formacion de profesores y losceptos solucion y conjunto
solucion de un sistema de ecuaciones lineales a@sry dres incégnitas que los futuros

docentes deberan enseriar en el nivel medio.
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Capitulo IlI: Marco conceptual

En esta seccion abordaremos los aspectos conaptya nos permitiran analizar
e interpretar el pensamiento y accionar de loglesites para profesores de matematica
de educacion media.

En la dltima década se han hecho avances sighifisaen lo que respecta a la
conceptualizacion del conocimiento que necesitas pvofesores para ensefiar
matematica. Se han realizado investigaciones coprabdsito de determinar los
dominios involucrados en este conocimiento y dalirses limites.

Consideraremos aspectos teoricos que aportan isspa@ dar respuesta a la
pregunta: ¢Hacen los estudiantes de profesoradaatiEEmatica conexiones apropiadas
entre las matematicas avanzadas que estan apreémdiaria formacion inicial con las
gue deberan ensefar en los cursos de ensefianza?rigdeste sentido tendremos en
cuenta los aportes de Hill, Ball y Schilling (2007Ball, Thames y Phelps (2008), en
relacion al conocimiento necesario para la ensefidaza matematica, en particular el
conocimiento especializado del contenido matematico

Segun Hill, Ball y Schilling (2007) el conocimientoatematico para la ensefianza
(MKT) comprende dos de las categorias del conodimielefinidas por Shulman
(2005): conocimiento didactico del contenido y aonmoento del contenido. Dentro del
conocimiento didactico del contenido Hill, Ball gt8lling distinguen: etonocimiento
del contenido y los estudiantesl conocimiento del contenido y la ensefiayzal
conocimiento del contenido y el curriculuBentro del conocimiento del contenido se
distinguen: 1) Ekonocimiento comun del contenjdmmun a todos los profesionales
que utilizan a la matematica, incluidos los profesp2) Elconocimiento especializado
del contenidogue es aquel contenido particular que es propidraleajo de quien se
dedica a ensefar, 3) El conocimiento de la matem&tn el horizonte, conocimiento
que informa, orienta y enmarca culturalmente lagctmras docentes. Es un
conocimiento que esta relacionado con aspectos uatematica que si bien no figuran
en los planes de estudios son Utiles para losiasted, aportan sentido, dan significado
al conocimiento.

Nos centraremos en el conocimiento especializadacagenido pues es un
conocimiento estrictamente matematico que los pooés necesitan y usan en su labor
docente, que no es requerido por otros profesisnad® formacion en mateméatica

como pueden ser contadores, economistas, arq@itentgenieros, investigadores, etc.
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Este conocimiento es particular de quienes tiemesus manos la tarea de ensefiar. Por
ejemplo, conocer la procedencia matematica de nom eometido por los estudiantes,
buscar patrones en los errores, interpretar ladupmones de los mismos, determinar la
validez de un argumento, decidir si un método ocguloniento elaborado por los
estudiantes funcionaria en general, seleccionar rem@esentacion matematica
apropiada, entre otras; son tareas que requiererocitnientos y habilidades
matematicas, y son particularmente movilizada®siptocesos de ensefianza.

A continuacion reportamos un ejemplo presentadoBadl, Thames y Phelps
(2008), con el fin de explicar mejor lo expuestotedanrmente en relacion al
conocimiento especializado del contenido, conogimienecesario y exclusivo de la
tarea docente.

Realiza la siguiente resta: 307 — 168 =

Fuente: Ball, Thames y Phelps (2008, p. 396).

Esta tarea resulta en general sencilla para cealquérsona que conozca el
algoritmo de resolucion de una resta en el conjdettos nUmeros naturales, y en este
caso obtendran sin dificultad la respuesta 139pidfesor de matematica sin duda debe
conocer el algoritmo requerido para resolver laarefo que no requiere ningudn
conocimiento especial de la matematica, pero adeetds ser capaz de determinar si el
resultado es o0 no correcto, y en caso de no selle doder identificar la procedencia
matematica del error o los errores cometido poe&tgdiantes.

Un posible error al resolver esta resta es el sigai 307 — 168 = 261. Un
profesor debe poder determinar que el resultado eé¥6incorrecto, pero claro, este
trabajo lo puede realizar cualquier persona quea segolver la resta, esto no requiere
ningun conocimiento especial. El profesor de matemélebe, ademas, poder encontrar
la fuente del error matematico. En este caso ethlpogue los estudiantes hayan
considerado la diferencia entre los digitos, yhasjian restado por columna al mayor
digito el menor.

Otro error al resolver la resta puede ser: 3078-=1669. Aqui el profesor debe
poder identificar que la respuesta 169 es incareatigual que otra persona que sepa
resolver la resta podra hacerlo, pero también geler analizar que posiblemente en
este caso los estudiantes al no poder realizasta 7 — 8 en la columna de las unidades
hayan “pedido 1 prestado” pero al tener en la colrde las decenas un cero se lo

hayan “pedido prestado” al 3 que tienen en la colrde las centenas y asi hayan
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realizado la deferencia 17 — 8 = 9, luego en larmook de las decenas bajaron el 6 y
finalmente en la columna de las centenas realiZaroesta 2 — 1 = 1, obteniendo como
resultado de la resta al nUmero 169.

Un profesor entonces debe saber matematica de anaiferente que otros
profesionales que utilizan la matematica en susjos para poder explicar mejor los
contenidos a sus estudiantes a la vez de poderread®sy la procedencia de los errores
cometidos para de esa manera poder intervenir.

Un profesor, ademas, debe poder analizar procediioseno habituales que
realizan los estudiantes, posiblemente desconogds €l, decidir si son correctos o
no, si pueden generalizarse o no. Siguiendo cajeehplo de la resta, un estudiante
puede decidir restarle 8 al minuendo y tambiéruatraendo y luego realizar la resta,
procedimiento que facilita el problema quedandontelada la siguiente resta:
299 — 160 = 169. Es tarea del profesor identifipag la solucion es correcta, interpretar
el procedimiento realizado, decidir si el razonartoerealizado por el estudiante es
matematicamente correcto y si es viable su gezacidin.

Por otro lado el profesor debe encontrar una reptasion adecuada para
explicar el significado del concepto en cuestidgua estudiantes con el objetivo de
facilitar la comprension. También compete al profeproporcionar variedad de
ejemplos que permitan a los estudiantes visibilizaardiferentes dificultades que se le
pueden presentar, y que al mismo tiempo resultdmereates con el problema
planteado. En el caso de la resta podria utilizalrsinero como modelo contemplando
que la solucién sea coherente con el problemagadoty la moneda que utilizan los

estudiantes a diario.
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Capitulo IV: Método

Para disefiar el método se tomaron algunas ideasontkr la metodologia
interactiva propuesta por Ochoviet (2009). Se aoptaron, como sugiere Ochoviet,
los escenarios donde se producen los aprendizegddn(de clase) y el trabajo en
coordinacién con el docente responsable del grupdaeplanificacion y puesta en
escena de las clases. Se consider6 el conceptmtelencion didactica en ME
desarrollado por Mesa (2016) y Scorza (2016), daeddefine la intervenciéon en ME
como: “...la planificacién de un trabajo conjuntoreninvestigador y docente a cargo
de un curso de matematica de la formacion de pdes consistente en la
planificacién de actividades, su analisis a prionplementacion y analisis a posteriori”
(Scorza, 2016, p. 11). Ademas, se tuvo en cuentmnaeptualizacion realizada por
Mesa, Molfino, Ochoviet y Scorza (2018) en relacdia intervencion en ME orientada
a las practicas docentes. En el ensayo las awgrpagssan que:

...una intervenciéon en ME orientada a las practicasedtes consiste en una
propuesta de accion original y creativa, progranmexdal tiempo y desarrollada
en forma colaborativa entre un investigador y uwfgsor de matematica, desde
una concepcion tedrica determinada, que buscailoointo generar cambios en

las practicas docentes con el objetivo de mejooar dprendizajes. (Mesa,

Molfino, Ochoviet y Scorza, 2018, p. 7).

En este sentido la intervencién didactica que pmepws consiste en la
planificacion de dos secuencias de actividadesoema conjunta con el profesor
formador responsable del curso de GAL del seguidada profesorado de Matematica
del IFD de Melo, su puesta en escena en la classterior reflexion.

El disefio constara de diferentes instancias deajtaue mas adelante se
describiran:

1. Reunién con el profesor formador
- Momento 1
- Momento 2

- Descripcion del grupo y del desarrollo del curso
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2. Planificacion de la primera secuencia de actividade forma conjunta con el
profesor formador, andlisis a priori de las actwdds y del desarrollo de la clase.
Implementacion de la primera secuencia de actieésladcargo de la investigadora.
Planificaciéon de la segunda secuencia de activglaate forma conjunta con el
profesor formador, andlisis a priori de las actwdes y del desarrollo de la clase.

Implementacion de la segunda secuencia de actesdadargo de la investigadora.
6. Entrevista al profesor formador. Fundamentacidabhaiacion e implementacion.

IV.1) Fase 1.Reunidn con el profesor formador

IV.1.1) Momento 1

En esta instancia se le propondra al docente favmaatticipar de un proyecto
de intervencion didactica, en el curso GAL del psofado de Matematica. Involucrard,
por un lado, el acercamiento a resultados de igaesdbn en matematica educativa que
el docente investigador ha seleccionado y la ptauifon, siguiendo una modalidad de
trabajo colaborativo, de dos secuencias de actleglpara trabajar con los estudiantes
los conceptos de solucion y conjunto solucidn déesias de ecuaciones lineales, su
puesta en escena en la clase y posterior reflekiaobjetivo consiste en observar si los
estudiantes para profesores establecen conexiomes kB matematica que estan

aprendiendo y la que deberan ensefiar.

IV.1.2) Momento 2

En caso de que el profesor formador muestre interégarticipar de esta
experiencia se le realizaran algunas preguntasyeginando esta misma entrevista, con
el objetivo de obtener informacion referente alpgrale estudiantes que participara del

proyecto y los materiales que se utilizan en ed@ur

1. Describa su formacion académica.

2. ¢Cuantos afos hace que dicta la asignatura?

3. Describa brevemente el grupo de estudiantes arga qae cursan GAL.
4

¢, Qué materiales utiliza para el curso?

Se le propondra ademas, para la proxima instarei&rabajo, la lectura del

documento: Ticknor, C. (2012). Situated learningaim abstract algebra classroom.
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Educational Studies in Mathematic81(3), 307-323, con el objetivo de acercar al

docente formador a resultados de investigacioneseran Utiles en el disefio de tareas.

IV.1.3)_Descripcion del grupo y del desarrollo del curso

El grupo esta formado por nueve estudiantes cuyades varian entre los 22 y
los 55 afios.

Respecto al desarrollo del curso, especificamentda unidad sistemas de
ecuaciones lineales se trabajaron los conceptagur@o solucion, resolucion por
escalerizacion, método de Gauss, clasificacion aeerdo al nimero de soluciones
encontradas, discusién del tipo de sistemas sedgan aparametro, sistemas
homogéneos.

En relacion a los repartidos practicos propuestwarde el curso, se observa que
en su mayoria las actividades son del tipo rutasaridonde los estudiantes aplican los
conceptos aprendidos en situaciones similares wteayez. Se observa, ademas, que
en todos los ejemplos presentados se trabaja stemsis cuadrados (igual nimero de
ecuaciones que de incognitas), nunca se les paggamtejemplo, un sistema con mayor
namero de ecuaciones que de incognitas. Se trakiajapre desde la misma
representacion del objeto matematico, pues losmsast se presentan a partir de sus
ecuaciones en todos los casos, en ningun casa ggdsenta un sistema dado por su
configuracion geométrica, por ejemplo.

Algunos ejemplos de ejercicios propuestos en mslocsion:

1. Resolver:

2. Resolver y discutir seglareal:

IV.2) Fase 2.Planificacion de la primera secuencia de actividadanalisis a priori de

las actividades y del desarrollo de la clase.

Esta fase del proyecto consiste en la elabora@@md secuencia de actividades
para abordar los conceptos solucion y conjuntocgmude sistemas de ecuaciones
lineales con dos incégnitas, siguiendo una moddlida trabajo colaborativo entre
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docente investigador y docente formador. En elgsodae elaboracion se tuvieron en
cuenta las dificultades reportadas en los estudiqioratorios de la investigacion
desarrollada por Ochoviet (2009). Estas dificulsadefieren a la comprension del
concepto solucion de un sistema de ecuacionesldsgmr parte de estudiantes de
profesorado de matematica, que evidencian quesodhs estudiantes de profesorado
del dltimo afio que han cursado matematicas avaszausstran en algunos casos un
conocimiento superficial del concepto.

Nuestro objetivo en esta instancia es observarssestudiantes de profesorado que
participan de este proyecto son capaces de resmwactamente situaciones propias de
tercer aflo de enseflanza media con los conocimiadtpsridos en GAL. Si no logran
hacerlo entonces alli habria una dificultad.

IV.2.1) Actividades y andlisis a priori

Actividad 1

A continuacién aparecen graficadas las rectas asasia un sistema de ecuaciones

lineales con dos incégnitas. ¢ Cuantas solucioaes 8l sistema? Justifica tu respuesta.
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Esta actividad la propusimos con la finalidad teesvar las ideas que manejan
los estudiantes en relacién a los conceptos deidaly conjunto solucién de sistemas
de ecuaciones lineales. Se les presenta un sistertres ecuaciones lineales con dos
incégnitas, una situacion un tanto inesperada @éra ya que en general en los cursos
se trabaja con sistemas cuadrados (igual cantidadcdaciones que de incégnitas),
incluso en formacién docente. Se desea detectacapeepciones han construido a lo
largo de su escolarizacion estos estudiantes @itprofesores) en relaciéon a los
conceptos de solucion y conjunto solucién de utersia de ecuaciones lineales, dos
conceptos que deberan ensefar al desempefnarseoafiesbres de educacion media.

La actividad nos permite observar si los estudsamtBuenciados por el trabajo
con sistemas de dos ecuaciones lineales con dagnitas han asociado el concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones linealesaartdrseccion entre dos rectas, 0 si
han construido el concepto como par ordenado deeragweales que verifican a la vez
todas las ecuaciones del sistema y lo han asoaiathoconjunto de rectas concurrentes.
En el primer caso es probable que los estudiap@sondan que el sistema tiene tres
soluciones, asociando cada uno de los puntos de d@erlas rectas tomadas dos a dos
con una solucion del sistema. En el segundo casihlpmente los estudiantes puedan
abordar con éxito el problema planteado y respoiganel sistema no tiene solucion,
dado que no son las tres rectas secantes en ebrpismo.

De acuerdo a las respuestas que den los estudipotksmos observar el
concepto que han construido y si son capaces desitaa entre las diferentes

representaciones del objeto matematico en cuestion.

Actividad 2

Resuelve el siguiente sistema:

En esta actividad se pide a los estudiantes r@selvsistema dado por cuatro
ecuaciones lineales con dos incognitas cada unaatsede un sistema similar al de la
actividad uno pero dado por sus ecuaciones.

En este caso esperamos poder observar los plajiea®alicen los estudiantes

al intentar resolver el sistema, si esos planteesliicran algiin conocimiento aprendido
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en GAL o son similares a los que podria realizarestudiante de tercer afio de
ensefianza media. Se podra observar ademas siongacias diferentes formas de
representaciéon del objeto matematico implicadoti®déarmente resulta interesante
poder observar si los estudiantes logran darset@uwknque la representacion grafica
asociada al sistema presenta tres rectas secantes mismo punto y otra que no

contiene el punto de interseccion de las anteriores

IV.2.2) Andlisis a priori del desarrollo de la clase

Se presentara la primera actividad a los estudiaBi les pedira que respondan
a la pregunta: ¢cuantas soluciones tiene el si8tesmahablar unos con otros, con el
objetivo de que la respuesta de uno no se veamdlada por la de algiin compafiero y
asi en la discusion oral posterior surjan divesidia respuestas.

Luego de transcurrido un minuto de espera seataréenzo a la discusion oral:

Intervencidon del docentg Cuantas soluciones tiene el sistema? solicitsiré&ariedad

de ideas y de respuestas a la pregunta realizadarBunicara que se escucharan todas
las respuestas y que se registraran las mismdpaaeon.
Posibles respuestas:

- El sistema tiene tres soluciones, los puntos dergatcion de las rectas dos a
dos, (por entender que una solucién del sistemangsunto de corte de dos
rectas).

- El sistema no tiene soluciéon dado que no existeunto comun a las tres rectas.

- No hay una sola solucion (porque hay mas de um)dray cortes (por lo tanto,
no es incompatible), entonces es compatible inch@do y tiene infinitas
soluciones (caso reportado en Ochoviet (2009)).

Intervencion del docentg Es (2,1) solucion del sistema? Se hara la ptagton el

objetivo de que los alumnos fundamenten a favar oomtra de acuerdo a la respuesta
dada a la pregunta inicial.
Posibles respuestas:
- (2,1) es solucion de sistema, porque es un puntorde.
- (2,1) no es solucion del sistema, porque si biemmgsunto de corte entre dos de
las rectas no pertenece a la tercera recta.
Intervencion del docente;Es (-4,4) solucion del sistema? ¢Es (-1,-5)cg&miudel

sistema?

Se esperan respuestas similares a las de la pasgubetior.
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Intervencion del docentg Es (1,5; 0) solucion del sistema?

Posibles respuestas:
- (1,5; 0) es solucidn del sistema porque es un pdatioterseccion de una de las
rectas con el eje
- (1,5; 0) no es solucidn del sistema, porque nonegumto de corte de todas las
rectas asociadas al sistema.
Intervencién del docentg Puede un sistema de ecuaciones lineales coimafmmitas

tener exactamente tres soluciones? ¢ Por qué?
Posibles respuestas:

- No, pues si entendemos que solucion de un sisterttale punto comuan a todas
las rectas asociadas al sistema, tenemos las rdigsiisituaciones: un punto en
comun entre todas las rectas asociadas (aqui aemali una solucion Unica,
dada por el punto en el que las rectas concun@ads los puntos que las rectas
tienen en comun (infinitas soluciones, rectas pal coincidentes) o ningln
punto comun (rectas secantes dos a dos, paratetasnctidentes, etc.).

- No, si se trata de un sistema de tres ecuaciomes@®incognitas por ejemplo
son tres las rectas asociadas y no es posibleaguaismas tengan exactamente
tres puntos en comun, pueden tener un punto enrgdodds 0 ninguno.

- No, porque las rectas no se doblan como argumentdgunos estudiantes en
Ochoviet (2009).

Intervencion del docentg Puede tener exactamente dos? ¢ Por qué?

Intervenciéon del docentg Puede tener infinitas soluciones? Se solicitar&jemplo,

sera vélido tanto el sistema dado por las ecuasiooe dos incognitas como el sistema
dado por sus rectas asociadas. Aca es importaservaln qué respuestas privilegian
ellos. Si les conforma dar el sistema a travésmdgrafico o si prefieren darlo por sus
ecuaciones.

Intervenciéon del docentg Qué entienden por solucién de un sistema? Sarandas

diferentes respuestas que dan los estudiantes.

Es factible que por solucién los alumnos entierglazonjunto solucion, si asi lo
indican se preguntara: ¢Como llaman a un elemeateseé conjunto? Y cuando lo
digan, les preguntaré: ¢qué es ese objeto? a &#nan a decir que es un par ordenado
de reales y que si pertenece al conjunto solucinifica todas las ecuaciones del

sistema.
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Se espera que los alumnos con sus respuestaguaheartar, justificar y dar

ejemplos arriben a acuerdos en relacién al conagp&blucion y conjunto solucién de

un sistema de ecuaciones lineales y sean capaee®ligtarlo, por ejemplo mediante

la siguiente definicion:

El conjunto solucionde un sistema de ecuaciones lineales con dos iitasges e

conjunto de todos los puntos comunes a las restsaalas a las ecuaciones de di

sistema o el conjunto de todos los pares ordenqdesserifican todas las ecuaciorn

del sistema. Una solucién de un sistema de ecusxiimeales es todo punto comu

todas las rectas asociadas a las ecuaciones t@ehais todo par ordenado que verif

todas las ecuaciones del sistema.

cho
es
N a

ca

Intervencion del docente, Podrian presentar cuatro configuraciones geafilistintas

de sistemas de ecuaciones lineales con dos inedgiit solucion?

Las posibles respuestas podrian ser:

Dos rectas
paralelas no
coincidentes y una
secante a ellas

Tres rectas
paralelas no

Dos rectas paralela
no coincidentes

12

=

coincidentes.

7&

Cuatro rectas

secantes dos a dos.

En todos los casos se podria preguntar por cu&uasciones esta conformado
sistema, ya que podrian existir en todas las cord@ones geométricas presenta
rectas paralelas coincidentes que se visualizam eora Unica recta.

el
das

Esta actividad permite visualizar diferentes pdisiades para que un sistema de

ecuaciones lineales con dos incognitas sea incdoigatespojando el caso de las

rectas paralelas no coincidentes como Unico cassisiema incompatible. Ademas

permite reforzar el concepto de soluciéon de uresiat como punto en comun entre

todas las rectas asociadas a un sistema.

Intervencion del docentg Podrian presentar tres configuraciones graticsigtas de

sistemas de ecuaciones lineales con una soluciéa@in

Posibles respuestas podrian ser:
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F—

Sistema de cuatrp
ecuaciones lineales con dos
s incognitas, con un punto en
Sistema de tres ecuacionesomin entre las cuatro
lineales con dos incognitasyectas asociadas al sistenja.
con un punto en comun
entre las tres rectas
asociadas al sistema.

Sistema de dos ecuacione
lineales con dos incognitas,
dado por dos rectd
secantes.

En todos los casos se podria preguntar por cudaiaasciones esta conformado| el
sistema, ya que podrian existir en todas las cor#giones geométricas presentadas
rectas paralelas coincidentes que se visualizam eora Unica recta.

Se espera con esta Ultima pregunta afianzar eleptmade solucion de un
sistema de ecuaciones como punto comun entre lagslasctas asociadas a un sistema
de ecuaciones lineales, reforzar la imagen conakgal concepto dejando claro que no
cualquier interseccidn entre rectas asociadastainsa representa una solucion.

Se presentara la segunda actividad a los estudsiaBe pedira resolver el
sistema dado por cuatro ecuaciones lineales comndognitas cada una. Se dara unos
minutos para que los estudiantes trabajen, ercastese permitira que lo hagan con un
compafiero.

A continuacion se presentan diferentes resolucianes podrian realizar los

alumnos para el sistema:

Opcidén 1
1°) Plantear y resolver el sistema dado por lagpdaseras ecuaciones.
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2°) Verificar el par encontrade- — en las otras dos ecuaciones:
[,
- %& () &)*)+,-
/-0 | -0 1&'() 2
[,
- %& () &)*)+,-
/-0 - - —3 45%&'() 2
Entonces el par encontrade — no es solucién del sistema. Y por lo tanto eksist

no tiene solucion.
Opcion 2
Es probable que algunos estudiantes se queden gmintgera parte, que

resuelvan el sistema formado por las primeras daaagones del sistema original y

concluyan que el par ordenado encontrado— es la Unica solucion del sistema,

olvidando verificar si el par es solucion de las douaciones restantes.
Opci6n 3
También puede ocurrir que los estudiantes ademasatiear lo anteriormente

mencionado, verifiquen en la tercera ecuacion ydelv hacerlo en la cuarta. La

conclusion en este caso seria la misma: que erdanado — — es la Unica solucion

del sistema.
Opcidn 4
Graficar las rectas asociadas al sistema.
Opcion 5
Con combinacion lineal (CL) de las dos primerasaemnes se llega ax2 5,

después con CL de la tercera y la cuarta ecuaedlega a: 12 = 1, por lo tanto el
sistema no tiene solucion. Pensando de igual mamehdan encontrar combinaciones
lineales de otras ecuaciones tomadas de a doibgraarla misma conclusion.

Pasados unos minutos se comenzara la puesta em.c&alpedira primero las

soluciones obtenidas por cada grupo y se registear&l pizarron.
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1) En caso de que alguno de los grupos haya dado oespaesta que la solucion

del sistema es el par- — se preguntara: ¢Por qué el par es solucion del

sistema?

En caso de que todos los grupos hayan dado corpoesia que el sistema no

tiene solucion se preguntara: ¢ Por qué el par no es solucion del sistema?

Se intentara que los alumnos fundamenten a faven @ontra, pero que la
respuesta no sea simplemente: “esta es la soluoidn® tiene solucion”. Se
espera que la actividad requiera fundamentaci&tifigacion de los estudiantes
desde la matematica. Se busca generar una discersid@nlos estudiantes, que
ellos traten de convencerse unos a otros, dandtafento de su respuesta y asi
logren llegar a acuerdos en relacion al conjunbacgan del sistema presentado.

2) ¢Qué método utilizaron para resolver el sistema?e§mra que puedan
explicitar como lo hicieron.

3) ¢Qué otros meétodos podrian haberse utilizado? f&eaeque puedan pensar en
algun otro modo de resolucién.

4) ¢Podria resolverse por el método gréafico? ¢ Come&3@ra que los estudiantes
puedan explicitar lo que harian. Graficar las auatctas asociadas al sistema y

observar si existe algin punto comun a las cuatitas o no.

Aspectos metodolégicos de la puesta en escena

La metodologia que se utilizara durante la clasesiste en instancias de trabajo
individual de los estudiantes, que daran lugar a posterior socializacion de sus
respuestas e ideas relacionadas al concepto etidajague se pondran en juego a
través del dialogo entre alumnos y profesor.

El rol del profesor investigador en esta clasea s#e preguntar, solicitar
explicaciones, argumentos, justificaciones, salicit los estudiantes que expliquen, que
den ejemplos, que expliciten conceptos. El invastiy a cargo de la clase sera
responsable de abrir discusiones que permitan &dtsgliantes arribar a acuerdos y
conclusiones referentes al concepto de soluciéagodjunto solucion de un sistema de

ecuaciones lineales con dos incognitas.

IV.3)_Fase 3. Implementacion de la primera secuencia de acivis.
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Consiste en la puesta en escena de la secuenaietideades elaborada en la
fase anterior.

Se lleva a cabo en un grupo compuesto por si¢teliastes de la asignatura
GAL del profesorado de matematica del IFD de Méks edades de los estudiantes

varian entre los 22 y los 55 afos.

IV.4) Fase 4.Planificacion de la sequnda secuencia de activida@nalisis a priori de

las actividades y del desarrollo de la clase.

Esta fase del proyecto consiste en la elabora@@md secuencia de actividades
para abordar los conceptos solucion y conjuntocgmude sistemas de ecuaciones
lineales con tres incAgnitas, siguiendo una moddlide trabajo colaborativo entre
docente investigador y docente formador. Al igua @n la fase 1, en el proceso de
elaboracion se tuvieron en cuenta dificultades ntepgas en los estudios exploratorios
de la investigacion realizada por Ochoviet (2009).

Nuestro objetivo en esta instancia es observarssestudiantes de profesorado que
participan de este proyecto son capaces de ressituaciones de cuarto afio de liceo
con los conocimientos adquiridos en GAL. Si no sapaces entonces alli habria una
dificultad.

IV.4.1) Actividades y andlisis a priori:
Actividad 1

a. A continuacién aparecen graficados los planos adosia un sistema de
ecuaciones lineales con tres incognitas. ¢ Cudolasianes tiene el

sistema? ¢ Por qué?
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b. Piensay escribe un sistema de ecuaciones quelteogafiguracion
geométrica de la parte

Esta actividad la propusimos con la intencion dwagar sobre las
construcciones que han realizado los estudiansgg®ec® a los conceptos solucion y
conjunto solucién de un sistema de ecuacioneslégea lo largo de su formacién. Se
les presenta un sistema de tres ecuaciones lineatesgres incognitas dado por su
configuracion geomeétrica, situacion que probabldmer les resulte habitual a los
estudiantes de profesorado, ya que por lo generlsecursos se trabajan los sistemas
de ecuaciones con tres incognitas a partir de tasmones y no tanto de la
representacion grafica; por lo general las reptes@nes graficas se utilizan para el
trabajo con sistemas de ecuaciones con dos ineSgmis decir cuando se trabaja en el
plano.

La actividad nos permite observar si los estudsadiferencian un concepto del
otro, los confunden o utilizan indistintamente. Nmrmite, ademas, observar si los
estudiantes relacionan diferentes representaci@es mismo objeto matematico (los
sistemas de ecuaciones lineales), por un ladonfigcwacion geométrica, por otro las
ecuaciones.

De acuerdo a las respuestas que den los estudiaraterabajo que realicen

podremos observar los conceptos que han constadmliéargo de su escolarizacion.

Actividad 2

¢,Cual con cual? Asocia a cada sistema su integaratgeomeétrica.
7
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En esta actividad los estudiantes debian asoomrapresentaciones diferentes
de un mismo objeto matematico: sistemas dados paepresentacion grafica con
sistemas dados por sus ecuaciones. Se presentarestee oportunidad tres sistemas
dados por sus ecuaciones y ocho dados por su eepae®n grafica, con el objetivo de
que en todos los casos fuera necesario elaborajustifecacion a la hora de asociar,
dado que ninguno les quedaria asociado por descarte

La actividad fue propuesta con la intencion de nMasesi los estudiantes
relacionan adecuadamente un sistema de tres epaadineales con tres incognitas
dado por sus ecuaciones con su configuracion geieaébrrespondiente. Ademas sera
interesante no perder de vista las justificacion@esgumentaciones que realizan para
asociar, si utilizan los conocimientos aprendido$AL o justifican desde lo aprendido

anos atras en la enseflanza media.

IV.4.2) Andlisis a priori del desarrollo de la clase

Se presentara la primera actividad a los estudiaateles pedira que respondan
a la pregunta: ¢cuantas soluciones tiene el siStamahablar unos con otros, con el
objetivo de que la respuesta de uno no se veamdlada por la de algiin compafiero y
asi en la discusién oral posterior surjan divesidia respuestas.

Luego de transcurrido un minuto de espera (maxisgofdara comienzo a la
discusion oral:

Intervencién del docentg Cuantas soluciones tiene el sistema? solicisiréariedad

de ideas y de respuestas a la pregunta realizadarBunicara que se escucharan todas
las respuestas y que se registraran las mismdpaaeon.
Posibles respuestas de los estudiantes:

- El sistema tiene una solucion, pensando en la deetaterseccion de los tres
planos.

- El sistema tiene infinitas soluciones, el conjustitucion es el conjunto de todos
los puntos en comun entre los tres planos, sorstldopuntos pertenecientes a
la recta de interseccion de los tres planos.

- El sistema tiene una solucién. Existe interseceidtne los planos por lo tanto el
sistema es compatible determinado y la soluciGmes.

Se pedira a un estudiante que pase a sefialautad@obel sistema en la configuraciéon

geomeétrica presentada.
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Intervencion del docentg Qué entienden por solucion de un sistema deiecies con

tres incognitas? Se pedira a los estudiantes gereelmente anoten en una hoja su
respuesta. Se les dara de uno a dos minutos peesldialuego de transcurrido el
tiempo establecido se socializaran las respuestas.

Es factible que por solucion los alumnos entierelazonjunto solucion, si asi lo
indican se preguntara: ¢(Como llaman a un elememteseé conjunto? Y cuando lo
digan, les preguntaré: ¢ qué es ese objeto? Pas identifican ese objeto como una
terna ordenada de reales y que si pertenece alintongolucion verifica todas las
ecuaciones del sistema.

Nuestro propésito es que los alumnos con sus relsjeal argumentar,
justificar y dar ejemplos arriben a acuerdos emaciéh al concepto de solucién y
conjunto solucion de un sistema de ecuacionesléigezon tres incognitas y sean

capaces de explicitarlo, por ejemplo mediante agislas siguientes definiciones:

El conjunto soluciorde un sistema de ecuaciones lineales con tresriitaéges e
conjunto de todos los puntos comunes a los plasosados a las ecuaciones de dicho
sistema o el conjunto de ternas ordenadas queceerifodas las ecuaciones del sistema.
Una solucion de un sistema de ecuaciones linealesres incognitas es todo punto que
pertenece a todos los planos asociados a las eneacdel sistema o toda terna

ordenada que verifica todas las ecuaciones dehsast

Intervenciéon del docent@rabajaremos ahora por un tiempo aproximado denbitos

en la parteb, piensa y escribe un sistema de ecuaciones gge fanconfiguracion
geométrica de la parte Se observara si los estudiantes se dan cuengaeléeeben
presentar un sistema con tres incégnitas y corotreds ecuaciones, si el sistema tiene
tres incognitas y tres ecuaciones entonces unaasletrés ecuaciones debe ser
combinacion lineal de las otras dos para que lafigqumacion geométrica
correspondiente sea como la dada en la pageel sistema tiene tres incégnitas y mas
de tres ecuaciones entonces las restantes ecuncieberan ser equivalentes a alguna
de las tres iniciales para representar asi plaa@dgbos coincidentes.
Posibles respuestas de los estudiantes:

- Un caso particular de sistemas con una soluciaradni

Por ejemplo:
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Si entiendan que el sistema es compatible detedmiparque hay interseccion
entre los planos y por lo tanto la solucién esdlnic
- Un caso particular de sistemas con infinitas sohes:

Por ejemplo:

6
Si advierten que el sistema tiene infinitas solluegy por tanto es compatible
indeterminado, pero asocian el hecho de ser indetado con paralelismo entre
planos.

- Una generalizacién del caso anterior:

8 ) 9
8 1) 9
, 8 ) 9

- Un caso particular de sistemas con infinitas sohes:

Por ejemplo:

Si advierten que el sistema tiene infinitas soloe®oy ademas que las mismas
corresponden a todos y cada uno de los puntosrdetiainterseccion de los tres
planos.

- Una generalizacién de caso anterior:

8 ) 9
& (< ;
= >& ? =8 >( ? =) >< ? 9 >

Las dos primeras ecuaciones representan planostegclo son equivalentes,

tampoco representan planos paralelos. Es decimquexistek de modo que

k(ax+by+c2 =ex+fy +gz

Se presentara la segunda actividad. Se pedira askosliantes asociar cada
sistema con la configuracion grafica corresponéieSe les dara de 10 a 15 minutos
para trabajar.

Se muestran tres sistemas y ocho configuraciorgdieas con el objetivo de que

tengan que pensarlos todos y no realicen la taveagscarte. Nuestra intencion con
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esta actividad no es que los estudiantes trabajda eesolucion de los sistemas, sino
gue observen la estructura de las ecuaciones padar pasociar. Observar el
procedimiento que elijan para resolver el probléanabién resultara de interés.

Es probable que los alumnos en general procedasaver los sistemas para
luego asociar, en ese caso, pasados los minut@gmdus para el trabajo se pasara a la
discusion oral.

En esta instancia se pedira a los estudiantes w@vsé estructura de las
ecuaciones y contestar: ¢Qué dice la estructurlagecuaciones en relacion a la
configuracion gréfica asociada a dichos sistemas? eSpera que los alumnos
reconozcan ecuaciones equivalentes, ecuacionedadespparalelos, ecuaciones de
planos secantes.

Nuevamente aqui resultara interesante atender mmdgsnismos que emplean
para resolver los sistemas: ¢ utilizan lo aprendill@AL o0 cuestiones que aprendieron
en ensefanza media? ¢Se abalanzan a un trabdjraalgeo se detienen a inspeccionar
los simbolos, las ecuaciones, intentar identiflagposicion relativa de los planos que
representan?

Intervencién del docenteAnota: ¢cuantas soluciones tiene cada uno dsistsmas

dados por sus configuraciones gréaficas?

El objetivo en este caso es volver a insistir sa@breoncepto de solucién de un
sistema de ecuaciones lineales. Solucién de wensiston tres incognitas es toda terna
que verifica todas las ecuaciones del sistemages thdo punto comun a los planos
asociados a las ecuaciones del mismo. El conjwiteién es el conjunto de todas las

soluciones.

Aspectos metodoldgicos de la puesta en escena

La metodologia que se utilizara durante la clasesiste en instancias de trabajo
individual de los estudiantes, que daran lugar a posterior socializacién de sus
respuestas e ideas relacionadas al concepto etidojague se pondran en juego a
través del dialogo entre alumnos y profesor.

El rol del profesor investigador en esta clas& s#rde formular preguntas,
solicitar explicaciones, argumentos, justificaceneejemplos, explicitacion de
conceptos. El profesor investigador sera el regimasde abrir discusiones que

permitan a los estudiantes arribar a acuerdos glusiones referentes al concepto de
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solucion y de conjunto solucién de un sistema dea@ones lineales con tres

incognitas.

IV.5) Fase 5. Implementacion de la segunda secuencia de aatiesl

Consiste en la puesta en escena de la secuenaietideades elaborada en la
fase anterior.

Se lleva a cabo en un grupo compuesto por nududiastes de la asignatura
GAL del profesorado de matematica del IFD de Méks edades de los estudiantes

oscilan entre los 22 y los 55 afios.

IV.6) Fase 6. Entrevista al profesor formador.

IV.6.1) Fundamentacion

Teniendo en cuenta las conclusiones y recomendeci@alizadas por Ochoviet
(2009) en su investigacion, se formulan preguntasa gfectuar una entrevista al
profesor formador.

En la mencionada investigacion, Ochoviet concluye el concepto de sistema
de ecuaciones lineales y de solucion de un sisteneguaciones lineales que poseen los
estudiantes esta, en general, fuertemente ligadasal particular del sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas. La autef@la que esto obstaculiza la
conceptualizacion de casos mas generales, inclusado los estudiantes hayan
avanzado en sus estudios. Recomienda no comenzagstaio de sistemas
exclusivamente con sistemas de dos ecuacionedelinean dos incégnitas, sugiere
presentarlos como uno mas de otros tantos sistdmascuaciones lineales con dos
incégnitas. Sugiere, ademas, proponer a los esiiediaactividades que requieran
discutir el nimero de soluciones, no trabajar estemente con sistemas compatibles
determinados, también hacerlo con sistemas congmtiindeterminados e
incompatibles. Recomienda que al trabajar con medede ecuaciones lineales se
presenten en diferentes modos de pensamiento cosnprésentados por Sierpinska
(2000): el sintético-geométrico; el analitico-agtino y el analitico-estructural.
Fundamenta que esto ayudara a los estudiantegqaemer la imagen conceptual de los
conceptos (Vinner, 1991) y lograr una comprensi@s profunda de ellos.
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Nos interesa conocer la incidencia que pudo habedd la elaboracion de las
secuencias de actividades y sus respectivas pugstscena en la clase, en el pensar de

este formador y en sus practicas futuras.

IV.6.2) Cuestionario elaborado para la entrevista:

=

1. Enrelacion a la primera actividad presentada astisdiantes durante la primera
intervencion: ¢Esperaba las respuestas que diesestudiantes? ¢ Esperaba
alguna otra respuesta, diferente de las que apavacen la clase?

2. ¢Como vincula las ideas que evidencian los esttgdian la clase, en relacion| al
concepto de solucion y conjunto solucién de uresist de ecuaciones con dos
incégnitas, con los temas ya dados en el cursoAe G

¢, Como explica las concepciones erréneas de losiakim

D~

4. ¢Qué le deja esta clase para el abordaje del ténpadximo afio? ¢Qu

cambiaria?

IV.6.3) Implementacion de la entrevista al profesor fornrado

Consiste en realizar la entrevista al profesoméator, se llevara a cabo en las
instalaciones del IFD de Melo luego de haber tedmjcon los estudiantes las dos

secuencias de actividades.
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Capitulo V: Resultados y analisis

V.1) Puesta en escena 1

Se propuso la actividad que presentamos a caaiiim a los estudiantes, se les
pidié que trabajaran durante unos minutos en foimdasidual (sin hablar unos con
otros) para dar respuesta a la pregunta: ¢Cuanliasomes tiene el sistema? con el
objetivo, como ya se dijo, de que la respuestandestudiante no se viera influenciada
por las de los comparieros, y de esta manera podecer las concepciones que cada
uno tiene en relacién al concepto de solucién desigiema de ecuaciones lineales,

particularmente con dos incégnitas.

Actividad 1

A continuacién aparecen graficadas las rectas agasia un sistema de ecuaciohes

lineales con dos incognitas. ¢ Cuantas solucioees 8l sistema? Justifica tu respuesta.

Pasados unos minutos se comparten las respuestasra oral. Estas fueron
variadas y podriamos agruparlas de la siguienteeraaGrupo 1, compuesto por tres de
siete estudiantes presentes, contestaron guetaiaino tiene solucién, dado que no
hay un punto de corte entre las tres rectas. GAjpconformado por tres de siete

estudiantes, contestaron que el sistema tiensdfasiones, dos de ellos fundamentaron
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diciendo que las tres soluciones son los puntosode entre las rectas dos a dos; el
tercero manifiesta que las tres soluciones son gadade los puntos de corte de las
rectas con el eje de las abscisas. Y un tercengragmpuesto por un solo estudiante
gue expresa que no observa en la configuraciorcgran sistema sino tres.

En el primer grupo puede observarse que los estigdishan construido el
concepto de solucién de un sistema de ecuacionealds, como par ordenado de
namero reales que verifican a la vez todas lasogmues del sistema y lo han asociado a
un conjunto de rectas secantes en un mismo punt@ste caso los estudiantes han
podido trabajar con éxito en la propuesta, dejagwicevidencia que son capaces de
relacionar de manera adecuada el concepto “solud#®mn sistema de ecuaciones
lineales” con su configuracion geométrica.

En el segundo grupo en cambio se observa que todiastes han asociado el
concepto de solucién de un sistema de ecuaciomegldis con dos incognitas, al punto
de corte entre dos rectas. Esta concepcion leddstditando trabajar con casos mas
generales. Posiblemente esto se deba a la infaignel ha tenido para estos estudiantes
el trabajo con sistemas de dos ecuaciones lineafesos incognitas (sistema cuadrado
de 2x2) e interpretar solucion como el punto deecde dos rectas. Por otro lado, se
observa que los estudiantes no han podido relacamananera adecuada el concepto
gue conocen (incluso manifiestan oralmente) decgmiude sistemas de ecuaciones
lineales, con su aplicacion a la resolucion de emeicio donde el sistema esta dado
por su configuracion geométrica.

En el Ultimo caso se evidencia la influencia quégmédo para este estudiante el
trabajo con sistemas cuadrados, particularmentdodeecuaciones lineales con dos
incognitas. El no puede ver en la representaciéfiogr un sistema con tres ecuaciones
lineales con dos incégnitas, no lo reconoce corsiersia de tres ecuaciones. La Unica
posibilidad que observa alli es que se hubierdogidd en un mismo sistema de ejes
cartesianos tres sistemas de dos ecuaciones cadeonndos incégnitas.

Luego de escuchar las respuestas de cada une dstimliantes y registrarlas en
el pizarrén se da comienzo a la discusion oral,aldin de escuchar los fundamentos
de cada uno y sus argumentos para convencer asymieros de su conjetura. Nos
interesa en esta instancia observar si se llegaaguardos o no en relacién a la
respuesta.

Se pregunta: ¢Es (2,1) solucion del sistema? fgmiestas obtenidas fueron del

tipo: “Es solucion para la recta verde y roja pam para la azul”. En general los
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estudiantes coinciden en que el par (2,1) no aescigol del sistema porque si bien
verifica las ecuaciones de dos de las rectas, nficeela tercera. Respuestas similares
dieron a las preguntas: ¢Es (-4,4) solucién dekrmeis? ¢Es (3/2,0) solucion del
sistema? Se observa que, si bien inicialmente akyestudiantes respondieron que el
sistema tenia tres soluciones, a partir del intebda realizado y la discusion generada
durante la clase han podido relacionar el concejgtosolucion de un sistema de
ecuaciones lineales que conocen y explicitan caitdacion planteada en la actividad.

Inmediatamente se pregunta: ¢Cuantas ecuaciopas #l sistema dado
inicialmente a partir de su configuracion geomé®idodos los estudiantes coinciden
en que el sistema tiene tres ecuaciones y lo igatifdiciendo que es porque en su
configuraciobn geométrica aparecen tres rectasogidds. Ninguno de ellos advierte que
quizas el sistema podria tener mas de tres ecwsialado que podia haber rectas
coincidentes y por tanto el sistema podria estafocmado por mas de tres ecuaciones
siendo algunas de ellas equivalentes.

Frente a la pregunta ¢ Puede un sistema de ecaadiogales con dos incégnitas
tener exactamente tres soluciones? Se obtienenessg tales como:

“No puede, porque es imposible que dos 0 mas reetasrten en tres puntos ya

que las rectas no se doblan. En todo caso si hablal® un sistema de por

ejemplo dos ecuaciones, una de tercer grado ydetmarimer grado si podria

ser”.

- “No puede tener exactamente tres soluciones, nictexente dos, ni
exactamente cuatro, ni exactamente ninguna cantitifdente a una. Un
sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitedeptener una solucion, si
todas las rectas asociadas al sistema se cortan panto. Ninguna solucion si
no hay puntos en comun entre las rectas. Infirstasciones, si las rectas
asociadas al sistema son todas coincidentes, encase se veria la
representacion grafica como si fuera una sola.fecta
Las respuestas de los estudiantes muestran queobeado relacionar el

concepto de solucion de sistemas de ecuacionesdsgue han construido desde su
formacion en la educacion media basica hasta smafmén profesional con las
representaciones graficas de sistemas de ecuadioeeses. Inclusive han logrado
ampliar el concepto a situaciones mas generaleso am sistema de dos ecuaciones

formado por una ecuacion polindmica de grado trasaylineal.
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Para finalizar el trabajo con la primera actividsel pidi6 a los estudiantes

presentar cuatro configuraciones graficas distidassistemas de ecuaciones lineales

con dos incégnitas sin solucion y tres configunaegograficas distintas de sistemas de

ecuaciones lineales con una unica solucion, traajale manera individual. En esta

instancia se observé que luego del trabajo realizadviamente con el concepto de

solucion de un sistema de ecuaciones linealestianayi graficamente, los estudiantes

contintan divididos en dos grupos, tal y como gelldea continuacion:

Grupo 1:

Cuatro sistemas de ecuaciones lineales
dos incégnitas sin solucion.

does sistemas de ecuaciones lineales
dos incégnitas con una unica solucién

con

Al tener que representar sistemas de ecuacioneslds con dos incognitas sin

solucion (tres de siete estudiantes presentesp@&xtsistemas con dos, tres y cuatro

rectas. Incluyen las dos rectas paralelas como aso @ntre otros de sistemas

incompatibles. Al tener que trazar sistemas de aones lineales con dos incognitas

con una unica solucién evidencian que asocianratamio de solucion del sistema con

rectas secantes todas en el mismo punto.

Grupo 2.

Cuatro sistemas de ecuaciones lineales
dos incognitas sin solucion.

daes sistemas de ecuaciones lineales
dos incégnitas con una Unica solucion
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En este caso los estudiantes al tener que repaessaatemas de ecuaciones
lineales con dos incognitas, presentan en cassttmocasos configuraciones graficas
con dos rectas (cuatro de siete presentados). Wdr tgue representar sistemas
incompatibles dibujan rectas paralelas en dos sledsos y en la tercera representacion
dibujan tres rectas secantes dos a dos pero ndaranuées interseccién entre ellas en la
representacion que realizan. Y al tener que reprassistemas con solucidon Unica
presentan tres configuraciones con un par de reetamtes. Persiste la concepcion que
se observaba inicialmente, contindan asociandomtepto de solucidon de un sistema
de ecuaciones lineales al caso de un sistema decdasiones con dos incognitas dado
por un par de rectas secantes.

Se presenta la segunda actividad a los estudjariesste caso se propone un

trabajo individual.

Resuelve el siguiente sistema:

El objetivo en este caso, luego de haber trabagaddos sistemas a partir de su
configuracion grafica en la actividad anterior,observar de qué manera proceden los
estudiantes al resolver el sistema dado en este pmssus ecuaciones, qué planteos

realizan, y a qué conclusiones arriban.
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Se observa que en general (seis de siete estug)iarggolvieron el sistema

formado por las primeras dos ecuaciones, y luegtoaron el par de reales encontrado

— — en las otras dos ecuaciones. Concluyeron quatehs no tiene solucion, dado

gue la cuarta ecuaciéon no se verifica para esdeartmeros reales. Solo un estudiante
planted no estar seguro en relacién a la cantidasotliciones del sistema, manifiesta
que esta entre dos opciones, por un lado que wsssea incompatible (porque
encontrd dos valores diferentes para la incognitaque el sistema sea indeterminado,
por el mismo motivo. Se evidencia en este casacpiat que el hecho de haber
encontrado dos valores diferentes para una dentasgmitas no le permite a este
estudiante clasificar el sistema, los datos quegiécno le resultaron suficientes. Al

preguntar: ¢Como es la configuracion grafica desesema? solo un alumno contesto

que “son tres rectas secantes en el puate y otra recta que no pasa por ese punto”.

El resto de los estudiantes no lograron realizar aonfiguracion grafica que se asocie
al sistema.

En general se observa que los estudiantes quedracipado de esta instancia
del proyecto de intervencién, si bien manejan lmsceptos de solucion y de conjunto
solucion de un sistema de ecuaciones linealespamstlogran resolver con éxito la
situacion planteada. Son capaces de explicitabmetapto, tanto en forma oral como
escrita, pero a la hora de aplicarlo a una sitimacidmo la planteada inicialmente,
correspondiente a un tercer afio de ensefianza nmedestran concepciones que los
conducen a dar una respuesta equivocada. Estaspoimes pueden ser por ejemplo,
asociar solucién de un sistema de ecuaciones coto gle corte entre dos rectas.
Evidencian, ademas, dificultades para relacion&rahites representaciones de un

sistema de ecuaciones lineales.

V.2) Puesta en escena 2
Se comenzd la clase proponiendo a los alumnagu&ste actividad:
Actividad 1

a. A continuacion aparecen graficados los planosiados a un sistema de ecuaciones

lineales con tres incégnitas. ¢ Cuantas solucioees €l sistema? ¢ Por qué?
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b. Piensa y escribe un sistema de ecuaciones ngge k& configuracion geométrica ge

la partea.

El objetivo principal en este caso es conocerctagepciones que poseen los
estudiantes en relacion a los conceptos de solyoco@mjunto solucion de un sistema de
ecuaciones lineales, si los diferencian o usansiimiamente. Ademas, nos interesa
observar si los estudiantes logran encontrar ecnesi adecuadas para que la
configuracion del sistema sea del tipo de la coméigion presentada en la paateEn
este Ultimo punto nos interesa observar si asameacteristicas de las ecuaciones con
las posiciones entre los planos asociados, porpdpenecuaciones equivalentes con
planos coincidentes, ecuaciones con coeficientepopcionales con planos paralelos
disjuntos, ecuacion que es combinacion lineal desalos con planos secantes los tres
en la misma recta, etc.

En la primera parte de la actividad los alumnobiate dar respuesta a la
pregunta: ¢ Cuantas soluciones tiene el sistema?eB&tba dado por su representacion
gréfica, debian ademas justificar la respuestalfServan dos respuestas diferentes en
el grupo, cuatro de ocho alumnos presentes exppsgael sistema tiene una solucion,
haciendo referencia a la recta de intersecciéredas planos; mientras que los otros
cuatro estudiantes indican que el sistema tienimitad soluciones, refiriéndose al
conjunto de puntos que pertenecen a la recta g¢eteidn de los tres planos). Los
estudiantes que indican que el sistema tiene uhgiéo evidencian una confusion
entre los conceptos: solucién de un sistema deceEmnes lineales y conjunto solucion
de un sistema de ecuaciones lineales. Al pedidegpgngan en palabras ¢,qué entienden
por solucion de un sistema de ecuaciones lineaks®, dos estudiantes lo hacen

correctamente, los otros confunden los conceptastehtar dar una definicion. En el
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momento en que se les pregunta si solucién dedtens y conjunto solucion es lo
mismo, parece que el panorama se les aclara un, jpoocamenzan a poder ver la
diferencia entre ambos conceptos. Una alumna eéeplitEn el caso del ejercicio
podemos decir que el conjunto solucion es la restalo tenemos claro, y solucion seria
cada punto de la recta.”

En la partéb del ejercicio, los alumnos debian presentar uers@ dado por sus
ecuaciones cuya configuracion geométrica asocieddasdada en la parte anterior. Se
expondran a continuacion los sistemas presentamdegestudiantes:

1)

Pensé en el sistema porque tiene tres ecuaciomesoguproporcionales. Tres
ecuaciones porgue la configuracion grafica tiees planos. Y proporcionales
para que el sistema sea compatible indeterminado.”

2)

“Pensé en el sistema de la siguiente manera, dij@ ana ecuacion y luego

escribo dos mas que no sean equivalentes a larprimeentre ellas, de esa

manera me aseguro que los planos no son coincgdénte

En el primer caso podemos observar que el estedlmrgca armar un sistema
compatible indeterminado, dado que el sistema deriiguracién geométrica inicial es
compatible indeterminado, tiene infinitas solucwifeada uno de los puntos de la recta
de interseccion entre los planos). Pero asume lgiei@ caso en que un sistema de
ecuaciones lineales con tres incognitas es indetado es cuando los planos son
paralelos coincidentes. Se evidencia en este plaiofluencia que ha tenido para este
estudiante el trabajo con sistemas de dos ecuaclomales con dos incégnitas, en la
construccion del concepto. Posiblemente, esta poi® equivocada se deba a la
generalizacion de resultados validos para sistafeados ecuaciones lineales con dos
incégnitas al caso de sistemas de ecuacionesdmeain tres incognitas. Ademas se
deja ver la dificultad que presentan los estudsarge relacionar las diferentes

representaciones de un sistema lineal de ecuaciones
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En el segundo sistema que presentan puede obsequada estudiante no tiene
en cuenta que el sistema es homogéneo y por tdmdeacomo soluciéon la solucién
trivial (0, 0, 0) y que ademas es la Unica solugjoe admite. Claramente no vincula los
conocimientos trabajados en GAL con la resoluciéinegercicio planteado. No hace un
analisis de la estructura de las ecuaciones gperirita asociarlas a una configuracion
dada.

Luego de la discusion en relacion a los dos sigeprasentados por los
estudiantes una alumna plantea lo siguiente: “Yopansé uno en particular, pero
entiendo que para que la configuracibn geométrea @mo queremos, se deben
escribir dos ecuaciones que no sean equivalentesampoco representen planos
paralelos, es decir dos ecuaciones que represeoseplanos secantes. Luego la tercera
ecuacion debe ser combinacién lineal de las otoas @htonces es secante a los otros
dos planos en la misma recta.” La estudiante gi i@ presenta un sistema cuya
configuracibn geométrica sea la dada en la partdel ejercicio, muestra tener
conocimiento de la estructura que deben tenerciagceones para que el sistema tenga
la configuracion pedida. Al escucharla, sus compzsiparecen darse cuenta de lo que
plantea, se escuchan expresiones como por ejengidoo,” una ecuacion que sea
combinacion lineal de las otras dos”.

Inmediatamente se presenta la actividad 2 a losliesttes:

¢,Cual con cual? Asocia a cada sistema su integaratgeomeétrica.
7
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B

F
C G
D

H

Nuestro objetivo al elaborar esta actividad paaddpar con los estudiantes ha
sido observar si los mismos relacionan los sistetiaa®s por sus ecuaciones con sus
configuraciones geométricas. Es interesante enpest® poder ver si lo estudiantes
advierten las caracteristicas que deben tenerclescmnes dadas las posiciones de los
planos y las intersecciones entre ellos.

En esta actividad, los estudiantes debian asocsarsistemas dados por las
ecuaciones a las configuraciones geométricas pamegentes.

Respecto al primer sistema, los estudiantes aaordan general que la

configuracion geométrica asociada es la G, fundéenedo que se trata de un sistema
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compatible determinado con solucién la terna ordarg@®  72S6élo una estudiante
manejo la posibilidad de que fuera un sistema ctiblpaindeterminado, pero
enseguida advirtié lo que plantearon sus compafjenusstré acuerdo.

En relacion al segundo sistema la respuesta destagiantes fue en general que
la configuracion geométrica asociada es la C. Fuedéan su respuesta diciendo que el
sistema es incompatible y por tanto sus ecuaciog@®sentan planos paralelos, no
advierten en muchos de los casos que no es laifiida configuracibn geométrica de
sistemas incompatibles. Un estudiante explicita cume realidad el sistema es
incompatible y por tal motivo podria correspondarse las configuraciones B, C, E o
F que representan sistemas incompatibles, “sologneslaremos con la C porque el
sistema 2, ademas de ser incompatible, sus eceacr@presentan planos paralelos,
porque los coeficientes d@ @son proporcionales, pero los términos indepenesent
no lo son”.

Al asociar al tercer sistema dos estudiantes [gnanila configuracion A dado
que se trata de tres ecuaciones con coeficiengsoqmionales y por tanto planos
paralelos coincidentes. El resto advierte que dodad ecuaciones (la primera y la
tercera) representan planos paralelos coincidentigsjtras que la segunda ecuacién
representa un plano paralelo no coincidente conologs dos y por lo tanto la
configuracion geométrica que le corresponde es la F

Se observa en general que los estudiantes budeaiones entre las ecuaciones
del sistema, que les permitan decidir si corresporaplanos paralelos, coincidentes o
secantes. Se plantean cémo deben ser las ecuapam@esepresentar planos paralelos
coincidentes, como deben ser para representarlzaralelos no coincidentes, como
deben ser para representar planos secantes. Haytamto aqui por relacionar las
diferentes representaciones de un sistema de eoeaclineales con tres incognitas,
logrando trabajar exitosamente en la propuestdusive indicar el ndmero de
soluciones en cada configuracion geométrica. fgeate se evidencia que persiste en
algunos estudiantes la tendencia a relacionansistecompatible con paralelismo entre

planos.

V.3) Entrevista realizada al profesor formador

V.3.1) Transcripcién
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En relacion a la primera actividad presentada astisdiantes durante la primera
intervencion: ¢ Esperaba las respuestas que dissastudiantes?

Si, en general la gran mayoria eran esperadas; afléisde que alguna resultd
totalmente inesperada. Por ejemplo, me sorprentai@do una estudiante dice que la
solucion de un sistema es el lugar geométrico sigplmtos del plano que pertenecen a
todas las rectas asociadas a las ecuacionesteehais

¢ Esperaba alguna otra respuesta, diferente dadaspgrecieron en la clase?

No, en general fueron las que esperaba, tantousals como las incorrectas. Quizas
algun otro método para resolver, pero en geneeabfulas esperadas.

¢, Cémo vincula las ideas que evidencian los esttediaan la clase, en relacion al
concepto de solucion y conjunto solucién de uresist de ecuaciones con dos
incégnitas con los temas ya dados en el curso de?GA

En general como resolucion de sistema lo utilizamu®s que nada de manera
instrumental, creo que al haber planteado el pnabldesde un punto de vista diferente
(método grafico) se equivocaron.

¢, Como explica las concepciones erréneas de losiakim

En general se debe a que en la practica se trsieajgre con sistemas cuadrados y no
se trabaja o trabaja muy poco con la representapiéfica. Pienso entonces que se
vieron sorprendidos con la propuesta y eso lo® |ewerrores que luego haciéndolos
pensar pudieron corregir.

¢, Qué le deja estas clases para el abordaje del éemedximo afio? ¢Qué
cambiaria?

Evidentemente propondria algin sistema no cuadyadabajaria ademas con alguna
representacion grafica. Probablemente propondganal de los problemas que se
trabajaron, por ejemplo el primero de la primerausacia, el de las tres rectas secantes

dos a dos para hacerlos pensar un rato sobrejahtoolucion.

V.3.2) Analisis

Se observa en la entrevista que el docente formadioerte que posiblemente

muchos de los errores cometidos por los estudiateen relacion con: 1) la

modalidad de trabajo desarrollada en la educaciédiany en la propia formacion

inicial para profesores, 2) Las propuestas de jwatealizadas, que en muchos casos

ayudan a construir una idea equivocada o parcilddeonceptos.

Se evidencia una clara intencién del docente derrsus practicas para el

préximo afo: (1) Proponer actividades que contemfde diferentes representaciones
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de un sistema lineal de ecuaciones, (2) Trabajasistemas cuadrados y no cuadrados,
aumentando el nimero de ejemplos y situacionegmiadas, (3) Proponer actividades
que representen un desafio para los estudiantase yraqjuieran revisar y rever los
conceptos que traen de la enseflanza media, contdacidbn de construir en la
formacion inicial de profesores conceptos solidohgrramientas Utiles para el

desempenio docente.

53



Capitulo VI: Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo nos propusimos disefiar un proygetmtervencion didactica
con el objetivo de explorar las conexiones quebéstan los estudiantes del curso de
GAL del profesorado de matematica de un Instit@ddrmacién Docente de Uruguay,
con la matematica que deberan ensefiar en el éjedeida docencia en el nivel medio.
Esto supuso la elaboracion de dos secuencias dedades para trabajar con los
estudiantes los conceptos solucion y conjunto gmucle sistemas de ecuaciones
lineales de dos y tres incdgnitas, su puesta eamasn la clase y posterior reflexion, en
un proceso de trabajo colaborativo entre un docéméestigador y un docente
formador. Nos propusimos, ademas, acercar al deckwmador a resultados de
investigaciones en el campo de la ME.

Al mismo tiempo, procuramos reflexionar acerca aelocimiento matematico
especializado del contenido de acuerdo a los apmrtdizados por Hill, Ball y Schilling
(2007) y por Ball, Thames y Phelps (2008). En sstdgido nos ocupamos en observar
si los estudiantes han desarrollado y manejancestecimiento y en qué medida esto
influye en las conexiones que seria deseable glieasn.

En general pudimos observar que los estudiantdsiesi estan terminando de
cursar GAL, asignatura correspondiente al segufidadal profesorado de matematica,
muestran dificultades al trabajar con los concegtascion y conjunto solucion de
sistemas de ecuaciones lineales con dos y tregnitaéd. Esto quedd en evidencia al
tener que aplicar los conceptos a situaciones etagde nivel de ensefianza media.

Se constata en este trabajo que los estudiangeBigron parte del proyecto no
pudieron resolver adecuadamente situaciones der teruarto afio de ensefianza media
y esto nos proporciona evidencias de que la fordnague aporta un curso de GAL no
los prepara, al menos en el nivel de avance dar@ra en que se encuentran, para
resolver situaciones que les va a demandar eli@gmrofesional. A continuacion se
reportan algunas de las dificultades observadas:

- Indicar el numero de soluciones de un sistema ek dcuaciones lineales con
dos incégnitas dado por su configuracion geométtiea rectas secantes dos a
dos.

- Indicar el namero de ecuaciones de un sistema dacenes lineales cuya

configuracion geométrica esta dada por tres regteantes dos a dos.
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- Presentar configuraciones geométricas asociadasst@mas de ecuaciones
lineales con dos incégnitas, con una solucién unjicain solucion. Esta
dificultad persiste en algunos estudiantes incldespués de haber concluido
que el sistema dado por tres rectas secantesdtissra tiene solucion. Es decir,
persiste la vision de que los sistemas de ecuaxiomzales con dos incognitas
sin solucion estan dados Unicamente por rectasetesa

- Indicar el numero de soluciones de un sistema ke dcuaciones lineales con
tres incognitas dado por su configuracion geoneeara el caso de tres planos
secantes en una recta.

- ldentificar la naturaleza del objeto solucién desigstema de ecuaciones lineales
con tres incégnitas.

- Presentar un sistema, dado por sus ecuaciones,counyiguracion geométrica
estuviera dada por tres planos secantes en unaamésta. Algunos estudiantes
tienen la vision de que para que un sistema dertcégnitas sea indeterminado
las ecuaciones tienen que ser proporcionales, & apresponde a planos
coincidentes.

Se evidencia en este trabajo que los estudiantagipantes del proyecto: 1)
Asocian solucion de un sistema lineal de ecuacionaspunto de corte entre rectas; 2)
Toman un conocimiento que es valido para los sesernadrados 2x2, lo generalizan y
lo utilizan para trabajar con sistemas 3x2 y 3x3esPsi hablamos de sistemas 2x2,
particularmente en este caso, seria correcto asisiama compatible determinado con
un par de rectas secantes, sistema compatibleemdetdo con un par de rectas
paralelas coincidentes y sistema incompatible copar de rectas paralelas disjuntas.
Pero esta situacidbn no es generalizable a otras tge sistemas, por ejemplo si
trabajamos con sistemas 3x2 0 3x3 las mencionad&sgaiones no son necesariamente
validas; 3) Confunden los conceptos solucién y watgy solucion de sistemas de
ecuaciones lineales, incluso en algunos casogattilios conceptos indistintamente; 4)
No relacionan las estructuras de las ecuaciones gestema con la posicion relativa de
las recatas o los planos asociados al mismo.

Se observa claramente una dificultad de los estteligpara conectar los conceptos
solucién y conjunto solucidn de sistemas linealke®cduaciones abordados en el curso
de GAL, con la resolucién de los problemas plardeaeh las secuencias. Se observa,
ademas, dificultades al relacionar las estructudes las ecuaciones con las

configuraciones geomeétricas. Existe una fuerte atesdon entre las matematicas que
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se aprenden en la formacion inicial para profesoeamatematica, particularmente en el
curso de GAL y las que estos estudiantes, futurofegores, deberan ensefar luego en
la educacion media.

De acuerdo a los aportes realizados por Hill, B&ichilling (2007) y por Ball,
Thames y Phelps (2008) seria deseable que los iadesl de profesorado de
matematica desarrollen en su formacion inicial pprafesores, el conocimiento
especializado del contenido matematico. Este carienio promueve el desarrollo de
la capacidad de interpretar situaciones diversasajizar la viabilidad de realizar, por
ejemplo, generalizaciones de procedimientos elaosrpor los estudiantes.

Particularmente, seria deseable que los estudigateipantes del proyecto
fueran capaces de interpretar situaciones diversaslacion a los sistemas lineales de
ecuaciones, dados estos en sus diferentes re@eisaies y hacer deducciones, elaborar
conjeturas adecuadas en relacion al nUmero deicods; conjunto solucién, nimero
de ecuaciones del sistema asi como acerca dettasteas de las ecuaciones y sus
representaciones geométricas asociadas. Serisbliesel@mas que fueran capaces de
analizar si es viable extender asociaciones qualtaescorrectas para los sistemas
cuadrados 2x2 a casos mas generales como sosteEmas 3x2 y 3x3.

Probablemente los estudiantes no han desarrobagectos relacionados al
conocimiento especializado del contenido matematjue los induce a no poder
establecer las conexiones necesarias entre el iooirato matematico que estan
aprendiendo en la formacion inicial para profesgresl que deberan ensefiar en el
ejercicio de la docencia.

Es probable que sea necesaria la intervencionsdprtdesores formadores para
establecer un puente entre el conocimiento matemmétmun, concepto de solucion y
conjunto solucion de sistemas lineales de ecuasigue los estudiantes poseen e
incluso son capaces de explicitar tanto en fornah @ymo escrita y el conocimiento
matematico especializado que les permite analizass scorrecto y viable extender
asociaciones realizadas entre las ecuaciones got#gyuraciones geométricas de los
sistemas 2x2 a casos mas generales. Interesaupartiente, que los futuros profesores
comprendan la naturaleza del objeto solucion dsistema de ecuaciones lineales, asi
como su interpretacion en distintos registros geasentacion.

Sugerimos trabajar en la formacion inicial parafgsores con actividades
variadas y en diferentes registros de represemacjoe permitan trabajar con los

conceptos y objetos matematicos desde sus diferergpresentaciones, hacer
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asociaciones adecuadas entre las diferentes refaesmes de los objetos. Esto
contribuird a disminuir la brecha entre las matéraatque estan aprendiendo y las que
deberan ensefiar.

Recomendamos a los profesores formadores creatgsuentre el conocimiento
comun del contenido matematico que estan apremulidod estudiantes y el
conocimiento matematico especializado, necesara |pdabor docente. Una fuente de
materiales para realizar esta tarea podria remidios problemas presentes en los libros
de texto del nivel medio como muchas de las acoed que fueron utilizadas en este

trabajo, con algunas modificaciones.

57



Referencias bibliograficas

Ball, D. L., Thames, M. H. y Phelps, G. (2008). @ Knowledge for teaching: What
makes it specialournal of Teacher Education, &), 389-407.

Ball, D. L. y Bass, H. (2009). With an eye on thathematical horizon: Knowing
mathematics for teaching to learners’ mathematidares.Paper prepared
based on keynote address at the 43rd Jahrestagurigidaktik der Mathematik
held in Oldenburg, Germany, March 1-4, 2009.

Committee on the Undergraduate Program in Matheshafithe Mathematical
Associattion of America. (2004)ndergraduate programs and curses in the
mathematical sciences: CUPM curriculum guide 2084hashington,
D.C:Mathematical Association of America.

Conference Board of Mathematical Sciences. (20@&jhematical education of
teachersWashington, D.C: merican Mathematical Society.

Hill, H.C. Ball, D. L. y Schilling, S.G. (2007). Uracking Pedagogical Content
Knowledge: Conceptualizing and Measuring TeachegscFSpecific
Knowledge of Sudentdournal for Research in Matematics Education(439
372-400.

Mesa, V. (2016)Actividades de generalizar y particularizar comodiepara vincular
la Matemética avanzada y la Matematica escolaraefoimacion de profesores
de MateméticgTesina de Diplomado no publicada). UdelaR-ANERjdu@y.

Mesa, V., Molfino, V., Ochoviet, C. y Scorza, VOIB). Intervencion en matematica
educativa orientada a las practicas docentes: antea@ su conceptualizacion y
disefio.Revista Docéncia do Ensino Superiai2)3 178-192Recuperado de:
https://periodicos.ufmg.br/index.php/rdes/articieyww2497/1473

National Council of Teachers of Mathematics (NCTI¥991).Principles andStandars

for School MatheematicRecuperado de:

HTTP://lwww.fayar.net/east/teacher.web/math/starglprdvious/profstds/index

.htm

Ochoviet, C. (2009)Sobre el concepto de solucién de un sistema deeres
lineales con os incognitgdesis de doctorado no publicada). CICATA-IPN,
México.

Ochoviet, C. (2015). Conectar la matematica quepsende con la matematica que se

ensefa: un centro de atencion en la formacionafegores de matematica para

58



la enseflanza mediRraxis Educacionall1(19), 99-118. Recuperado de:
http://periodicos.uesb.br/index.php/praxis/artvienFile/4764/4530
Santalo, L. y colaboradores (199Epfoques. Hacia una didactica humanista de la

matematicaBuenos Aires: Troquel Educacion.

Scorza, V. (2016).as tareas de final abierto y su potencial parafesefianza de la
matematica en la formacion de profesof€ssina de Diplomado no
publicada). UdelaR-ANEP, Uruguay.

Shulman, L. (1986). Those who understand: Knogdegrowth in the teaching.

Educational Researchet5(2), 4-14.

Shulman, L. (2005). Conocimiento y ensefianzad&mentos de la nueva reforma.
Revista de curriculum y formacién de profesp82), 1-31.

Sierpinska, A. (2000). On some aspects of studémtsking in linear algebra. En J. L.
Dorier (Ed),On the teaching of linear algebfpp. 209-246). Kluwer Academic
Publishers.

Ticknor, C. (2012). Situated learning in an aldtedgebra classroorieducational
Studies in Mathematic81(3), 307-323.

59



